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p. p. 

Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiet« der Mathematischen, 
der Technischen und Naturwissenschaften nach allen Bichiongen hin 
weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen 
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiete TOn Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daß bei gleicher 
Unterstützung seitens der Gelehrten und Schulmanner des In- und Aus- 
landes auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden 
in Wissenschaft und Schule jeder2:eit förderlich sein werden. Verlags- 
anerbieten gediegener Arbeiten auf einschlägigem Gebiete werden mir 
deshalb, wenn auch schon gleiche oder ahnliche Werke über denselben 
Gegenstand in meinem Verlage erschienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders 
auf die von den Akademien der Wissenschafben zu G^ttingen, Leipzig, 
München und Wien herausgegebene£ncyklopftdie der Mathematischen 
Wissenschaften aufmerksam, die in 7 Bänden die Arithmetik und 
Algebra, die Analysis, die Geometrie, die Mechanik, die Physik, die 
Geodäsie und Geophysik und die Astronomie behandelt und in einem 
Schlußband historische, philosophische und didaktische Fragen besprechen 
wird. Eine fransösische Ausgabe^ von französischen Mathematikern 
besorgt, hat zu erscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung erfreuen sich die mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe- 
matischen Annalen, die Bibliotheca Mathematica (Zeitschrift ftlr 
Geschichte der Mathematischen Wissenschaften), das Archiv der Mathe- 
matik und Physik^ die Jahresberichte der Deutschen Mathematiker- 
VereinicroniTy die Zeitschrift für Mathematik und Physik (Organ für 
angewandte Mathematik), die Zeitschrift für mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Unterricht, die Mathematisch -natur- 
wissenschaftlichen Blfttter, ferner Natur und Schule (Zeitschrift 
för den gesamten naturkundlichen Unterricht aller Schulen), die 
Gteographisohe Zeitschrift u. a. 

Seit 1S68 veröffentliche ich: ^^Mitteilungen der Verlagsbuch- 
handlung B. G. Teubner^'. Diese jährlich zweimal erscheinenden 
„Mitteilungen**, die unentgeltlich in 30000 Exemplaren sowohl im In- als 
auch im Auslande von mir verbreitet werden, sollen das Publikum, das 
meinem Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unt«r 
der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unternehmungen des 
Teubnerschen Verlags in Kenntnis setzen und sind ebenso wie das bis 
auf die Jüngstzeit fortgeführte Ausführliche Verzeichnis des Verlags 
Ton B. Q. Teubner auf dem Gebiete der Mathematik, der Tech- 
nischen und Naturwissenschaften nebst Grenzgebieten, 100. Aus- 
gabe [XLVni u. 272 S. gr. 8J, in allen Buchhandlungen unentgeltlich zu 
haben, werden auf Wunsch aber auch unter Kreuzband von mir un- 
mittelbar an die Besteller übersandt. 

Lbipzio, Poststraße 3. 

B. G. Teubner. 
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Anzeige von Heft m der Kreiseltheorie. 



Nach längerer Pause, welche durch meinen Übergang in ein neues 
Lehramt bedingt wurde , folgt auf das zweite Heft der Theorie des 
Kreisels (erschienen 1898) nunmehr ein drittes Heft. Dasselbe bildet 
nicht, wie es beabsichtigt war, den Schluß des Werkes; es zeigte sich 
nämlich, daß sich der Stoff außerordentlich dehnte, sobald das all- 
gemeine mathematische Schema der Theorie, gemäß dem ursprünglichen 
Plane des Werkes, auf die besonderen Bedingungen des Versuches oder 
auf die mannigfachen Fragestellungen der yerschiedenen an der Kreisel- 
theorie interessierten Spezialwissenschaften angewandt wurde. Deshalb 
sind in diesem Hefte Ton den Anwendungen der Kreiseltheorie nur die- 
jenigen auf Astronomie und Geophysik zur Darstellung gekommen; die 
technischen und physikalischen Anwendungen yerbleiben ftlr ein viertes 
(letztes) Heft. 

Während sich der Beginn der Torliegenden Lieferung inhaltlich an 
die vorangehenden Kapitel anlehnt imd in einem Nachtrag zu Kap. VI 
den auf der Horizontalebene spielenden E^reisel behandelt (durch Nähe- 
rungsrechnungen mit strenger Fehlerabschätzimg), geht der Inhalt des 
Kapitels VU wesentlich über den Kreis derjenigen Probleme hinaus, 
welche in der analytischen Mechanik idealer Mechanismen behandelt zu 
werden pflegen. Hier werden die allgemeinen Erfahrungen über die 
Wirkung der Reibungseinflüsse dargestellt und im Anschlüsse daran die 
Reibimg im Stützpunkte des Kreisels und deren Wirkung, das Auf- 
richten der Ereiselaxe, ausführlich diskutiert Da einerseits die er- 
fahrungsmäßigen Grundlagen für den Ansatz der Beibungsprobleme 
nicht sehr sicher sind, da andrerseits die mathematischen Schwierig- 
keiten bei der strengen Durchführung des Ansatzes sehr groß sein 
würden, so wird die Behandlung zum Teil auf graphischem Wege, mit 
Zuhilfenahme von Vernachlässigungen und Näherungsmethoden durch- 
gefUirt,* wie solche bereits an früheren Stellen der Ereiseltheorie wieder- 
holt empfohlen wurden. Die Schärfe dieser Methoden reicht völlig aus, 
sofern man als eigentliches Ziel im Auge behält: von den in der Wirk- 
lichkeit zu beobachtenden Erscheinungen ein klares qualitatives und ein 
innerhalb der Fehlergrenze der Beobachtungen genaues quantitatives 
Bild zu entwerfen. Neben der Reibung im Stützpunkte werden als 
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weitere, die ideale Kreiselbewegung entstellende Ursachen der Luft- 
widerstand, die Elastizität des Kreisehnaterials und der Unterlage be- 
rücksichtigt Hierbei waren zum Teil bereits die Rücksichten auf spätere 
Anwendungen maßgebend, zum Teil sollten diese Untersuchungen als 
ein Beispiel zur Mechanik der wirklichen Erscheinungen oder, wie es 
hier gelegentlich ausgedrückt wird, zur irdischen Mechanik dienen (im 
Gegensatz zur himmlischen Mechanik, in welcher die hier behandelten 
Einflüsse meist nicht in Betracht kommen, oder zur reinen analytischen 
Mechanik, in welcher solche Einflüsse zu Gunsten der Eleganz der 
mathematischen Entwickelung gewöhnlich vernachlässigt werden). In 
einem Nachtrag zu diesem Kapitel wird sodann, unter Hinzuziehung 
von Beobachtungsmaterial, die Behandlung des auf der Ebene spielen- 
den Kreisels mit Rücksicht auf die Reibung ergänzt. 

Kapitel YHI behandelt in einem ersten Abschnitt die astronomi- 
schen Anwendimgen der Kreiseltheorie, in einem zweiten die geo- 
physikalischen. 

In den klassischen Problemen der Präcession und der durch die 
Mondbewegung erzwungenen Nutation konnten fÜgUch neue Ergebnisse 
nicht beigebracht werden. Der Gegenstand ist von altersher so er- 
schöpfend behandelt worden, daß die vorliegende Darstellung lediglich 
darauf hinzuzielen hatte, die für den Nichtfachmann nicht immer durch- 
sichtige Darstellungsweise der Astronomen durch ein anschaulicheres 
Verfahren zu ersetzen. Das Mittel hierzu bot eine Methode von Gbuß 
zur Störungsrechnimg, welche hier nach verschiedenen Richtungen aus- 
gebaut wird. 

Im Gegensatz hierzu sind die in dem geophysikalischen Abschnitt 
untersuchten Probleme zum Teil jüngsten Datums. Es handelt sich 
hier namentlich um die freien Nutationen der Erdaxe, deren Periode 
von Ghandler festgestellt wurde, und weiter um die Erscheinung der Pol- 
schwankungen überhaupt. Sowohl in der Darstellung des objektiven 
Sachverhaltes wie in der Erklärung desselben dürfte die hier gebotene 
Behandlung entschiedene Fortschritte aufweisen. Wegen der grund- 
legenden Wichtigkeit der Frage wurden bei der Erklärung der vierzehn- 
monatlichen Chandlerschen Periode auch die erforderlichen EQlfssätze 
aus der Hydrodynamik und der Elastizitätstheorie aufgenommen und 
auf vereinfEU^tem Wege bewiesen. Ferner wurde zur Erklärung der 
jährlichen Periode der Polschwankungen die Theorie der meteorologi- 
schen Massentransporte entwickelt, wobei sich abermals die in den 
früheren Heften betonte Impulstheorie und die freiere, begriffliche Auf- 
fassung der dynamischen Differentialgleichungen als besonders frucht- 
bar erwies. Den Schluß des geophysikalischen Abschnittes bildet die 



Besprechung der berühmten Foucaultschen Kreiselversuche zum Nachweis 
der Erdrotation. Hier kam es einerseits darauf an^ unnötige mathema- 
tische Schwierigkeiten auszuschalten, welche in den älteren Darstellungen 
der Foucaultschen Versuche einen breiten Raum einnehmen, andererseits 
die störenden Einflüsse herrorzukehren und ihrer Größenordnung nach 
abzuschätzen. 

Auf Wunsch meines hochverehrten Lehrers F. Klein habe ich 
schließlich darauf hinzuweisen, daß ich bei der Abfassung dieses Heftes 
noch in weit höherem Grade wie bei den vorangehenden Heften über 
den Inhalt der ursprünglichen, von Herrn Klein gehaltenen Universitäts 
Vorlesung hinausgegangen bin. Die in Kapitel VH gegebenen Aus- 
führungen zur Mechanik der störenden Einflüsse waren in jener Vor- 
lesung nur in allgemeinen Umrissen postuliert worden; die hierzu er- 
forderlichen Integrations- und Näherungsmethoden (auch in dem Nachtrag 
zu Kap. VI) sowie alle Einzelresultate rühren von mir allein her. Was 
die astronomischen Anwendungen betrifft, so erkannte Herr Klein die 
Vorzüge des Gaußischen Verfahrens, nach welchem er in jener Vorlesung 
insbesondere das PnU^essionsproblem behandelte; die Anwendung des- 
selben Verfahrens auf das Problem der Nutationen sowie alles Zahlen- 
mäßige habe ich dagegen von mir aus hinzugefügt. Von dem Problem 
der Polschwankungen war in jener Vorlesung überhaupt nicht die Rede, 
sodaß die hier gebotenen etwaigen Fortschritte (Kap. VIH § 6 — 8) 
als mein Eigentum zu betrachten sind. Für die Auffassung der Foucault- 
schen Versuche waren die Grundlinien bereits von Herrn Klein vor- 
gezeichnet. 

Im übrigen betone ich gern, daß mir das fortgesetzte Interesse, 
welches Herr Klein an der Weiterführung des Werkes genommen hat, 
sowie die mancherlei Anregungen, die er mir bei Vorbesprechungen 
und bei der Korrektur zukommen ließ, meine eigene Arbeit wesent- 
lich erleichtert haben. Femer habe ich den Herren Schwarzschild 
und Wiechert zu danken für viele wertvolle Nachweise und Berichti- 
gungen zu den astronomischen und geophysikalischen Gegenständen. 

Möge das vorliegende Heft nicht nur dem Mathematiker und Physiker 
von Nutzen sein, der die Mechanik um ihrer selbst willen treibt und an 
der Hand des hier so eingehend ausgeführten Beispiels zu einem tieferen 
und lebendigeren Verständnis der Wissenschaft vordringen will, sondern 
möge dieses sowie das folgende Heft auch von den Vertretern der Astro- 
nomie, der Geophysik und der Technik gern zu Rate gezogen werden, 
so oft dieselben auf ihrem besonderen Gebiete mit der Theorie der 
Kreiselwirkungen in Berührung kommen 1 

Aachen, im Juli 1903. A. Sommerfeld. 



Anhang zu Kapitel VI. 
§ 10. Der anf der Horizontalebene spielende EreiseL 

Als Gegenstück zur Theorie des Kreisels mit festem Stützpunkte 
soll die Bewegung des Kreisels mit horizontal beweglichem Stützpunkte 
anhangsweise behandelt werden^ also diejenige Bewegung^ an welche 
Erwachsene und Elinder in erster Linie bei dem Worte^ ,yEreisel- 
bewegung" denken. Wir beabsichtigen hierbei in analytischer Hinsicht 
lange nicht so weit zu gehen, wie bei dem yorigen Probleme, sondern 
werden zufrieden sein,, wenn wir ein klares Büd Ton dem qualitativen 
Charakter der Bewegung entwerfen können. Dies gelingt, mit Um- 
gehung aller analytischen Schwierigkeiten, welche sonst auftreten würden, 
wenn wir mit begrenzter Genauigkeit rechnen wie solches im Kap. IV, 
§ 9 empfohlen wurde. WoUen wir die Bewegung nur mit derjenigen 
Schärfe feststellen^ wie sie etwa die mit blofsem Auge angestellte 
Beobachtung eines gewöhnlichen Kreisel- Spielzeugs, ohne besondere 
Verfeinerung der Beobachtungsmittel und ohne sorgsame Ausschaltung 
von Störungsursachen liefert, so können wir uns sogar mit einer recht 
geringen Genauigkeit begnügen. Vom mathematischen Standpunkte 
ist offenbar auch eine grobe Näherung logisch befriedigend, sofern mr 
den hei unserer Bechnung ssugdassenen Fehler abschätzen können. Auf 
diesen Punkt werden wir im Folgenden besonderen Wert legen. Da- 
gegen würde es uns, bei Zugrundelegung des soeben genannten Mafs- 
Stabes für die anzustrebende Genauigkeit, wertlos scheinen, durch 
Heranziehung höherer analytischer Hül&mittel den Genauigkeitsgrad 
der Rechnimg weiter zu verfeinem. 

Von der den Kreisel tragenden Ebene werden wir voraussetzen, 
dafs sie voUkommen glatt, also reibungslos sei, da wir auf die Wirkung 
der Reibung im nächsten Kapitel zurückkommen. Der Gegendruck 
der Ebene, die Reaktion R derselben gegen den Kreisel, ist dann 
senkrecht gegen die Ebene, also vertikal gerichtet. Da der Stützpunkt 
nicht mehr so sehr wie bei dem früheren Problem ein geometrisch 
ausgezeichneter Punkt ist, werden wir nicht diesen, sondern den 
mechanisch ausgezeichneten Schwerpunkt S zum Bezugspunkte im 

Klein-Sommerfeld, KreiMlbewegnngr. 88 
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VI. Anhang. Der anf der Horizontalebene spielende Kreisel. 



Sinne Ton Kap. ü, § 2 wählen. Die Verbindungslinie 08 heifet wie 
früher die Figurenaxe, ihr Winkel gegen die Vertikale ^. Die Ent- 
fernung 08 werde mit E, die Gesamtmasse des Kreisels mit M be- 
zeichnet. Es werde abkürzend P = MgE gesetzt, so dafs P wie 
früher das Moment der Schwere um die zur Figurenaxe senkrechte 
horizontale Axe durch bei horizontaler Lage der Figurenaxe be- 
deutet. Wir nehmen, worin keine wesentliche Spezialisierung liegt, 
der Kürze wegen an, dafs das für den Schwerpunkt konstruierte Trag- 
heitsellipsoid eine Kugd sei; der allen Axen durch 8 gemeinsame Wert 
des Trägheitsmomentes heifse A. 

Als äu&ere Kj*afte kommen, da wir die Reibung yemachlässigen, 
nur die Schwere Mg und der Gegendruck R in Betracht, dessen 
Gh*ölBe sich aus dem Folgenden ergeben wird. Das Potential der 
Schwere ist (bis auf eine willkürliche Konstante) 



(1) 



V=Mge'- P cos», 
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wo g = E cosd' die vertikale Koordinate des Schwerpunktes in dem 
in Figur 68 angedeuteten festen Koordinatensystem ist. Dagegen liefert 
der Gegendruck R zur potentiellen Energie keinen Beitn^, da er keine 

Arbeit leistet, sondern senkrecht 
gegen die Bewegung seines An- 
griffspunktes gerichtet ist. Andrer- 
seits liefert die Schwere in unserem 
Bezugspxmkte 8 kein Drehmoment, 
während der Gegendruck zu einem 
Drehmomente Anlafs giebt, welches 
die „Knotenlinie^^ zur Axe hat, also 
diejenige Linie, welche sowohl auf 
der Vertikalen wie auf der Figuren- 
'^8'^' axe senkrecht steht. 

Wir fassen wie üblich die äuJGseren Kräfte zu einer Einzelkraft 
und einer Brehkraft (£j*äfbepaar) hinsichtlich des Bezugspunktes 8 
zusammen. Nach dem eben Gesagten ist die Eimsdkraft beständig 
vertikal gericJUet und gleich R — Mg, Die Axe der Drehkraft liegt 
dauernd horieontdl und senkrecht eu/r Figurenaae; der Grröfse nach ist 
sie gleich dem Momente von R um 8. 

Die wichtigsten Aufschlüsse über den Verlauf der Bewegung liefert 
uns hier wie überall unser Impulssatz aus Kap. ü, § 5, welcher uns 
in anschaulicher Weise die Schwerpunkts- und Flächensätze zusammen- 
fafst. Der Impuls zerl^ sich hier ebenfalls in zwei Bestandteile, den 
Einadimpuls (oder Schiebestols) und den Drehimpuls (oder Drehstofs). 
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Die Komponenten des ersteren nach den im Räume festen Koordinaten- 
axen x, y, z werden wie früher mit [X], [F], \Z\y die Komponenten des 
letzteren mit ly m, n bezeichnet. Wir werden anch die Komponenten 
Ly My N des Drehimpnlses nach einem im Kreisel festen Koordinaten- 
system nötig haben, dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt und dessen 
Z'Axe die Figurenaxe ist. 

Nach dem angezogenen Impulssatze ist nun die Änderungsgeschwin- 
digkeit jeder Komponente des Einzelimpulses imd des Drehimpulses 
gleich dem augenblicklichen Werte der entsprechenden Komponente 
der Einzelkraft imd Drehkraft. Aus dem, was wir über Richti|ng 
und Axe dieser letzteren bemerkten, folgt aber, dafs die Eorwontalr 
Icomponenten des Einzelimpulses und die Verükalkomponente des Dreh- 
impulses während der Bewegung konstant bleiben; die äufseren Kräfte 
beeinflussen nur die Vertikalkomponente des Schiebestofses wnd die Hori- 
zontalkomponenten des Drehstofses. 

In Zeichen heÜBt dieses 

(2) [X] = const., [I^ = conat., n = const. 

Da nach pag. 102 [X], [Y] und [Z] den betreflfenden Schwerpunkts- 
geschwindigkeiten proportional sind ([X| == Mx' etc.), so sagen die 
beiden ersten Gleichungen (2) aus, dafs die Horizontalprojektion des 
Schwerpunktes eine gerade Linie mit konstanter Geschwindigkeit durch- 
Bluft. Natürlich steht und Wlt dieses Resultat mit der Annahme, 
dals im Stützpunkt keine Reibung auftrete. 

Nehmen wir den Impulssatz für die dritte Komponente des 
Schiebestolses (bez. den entsprechenden Schwerpunktssatz) hinzu, so 
erhalten wir: 

Diese Gleichung können wir als Besttmmungsgleichtmg der BeakÜons- 
kraft auffassen; indem wir für [Z] den Wert Mz' eintragen, ergiebt sich 

(3) R = Mf^' + Mg. 

Aufser der Gleichung n = const. besteht auch hier die Gleichung 

(4) N -=» const., 

wie wir aus dem „modifizierten Impulssätze'^ IIb von pag. 145 schliefsen. 
Nach diesem Satze ist nämlich die Änderungsgeschwindigkeit des Dreh- 
stoDses relativ zum Körper nach Axe und Grofse gleich dem Dreh- 
moment der äulseren Kraffce yermehrt um die resultierende centrifugale 
Drehkraft (vgL pag. 144). Letztere yerschwindet beim Kugelkreisel 
schlechtweg, die Axe des ersteren steht nicht nur auf der Vertikalen, 

88* 
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sondern auch auf der Figurenaxe senkrecht Infolgedessen ist die 
Änderongsgeschwindigkeit der Drehstofskomponente N nach der Figoren- 
axe gleich Null und diese Komponente selbst konstant. 

Endlich nehmen wir noch den Satz der lebendigen Kraft T+ F» h 
hinzu. T setzt sich hier aus zwei Teilen zusammen, aus der leben- 
digen Kraft der Drehbewegung 2\ und aus der der fortschreitenden 
Bewegung T^. Die letztere drückt sich durch die Schwerpunkts- 
geschwindigkeiten aas und ist 

Wir fahren^ wie beim Kreisel mit festem Punkte, die Abkürzung 

(5) cos -^ = w 

ein und haben nach Figur 68 

Bedenken wir noch, dalB die Geschwindigkeitskomponenten x' und y' 
Konstante sind, so können wir die beiden ersten Glieder Ton T, mit 
der Konstanten h yereinigt denken und diese Glieder unterdrücken. 
Wir schreiben daher einfiacher 

Die lebendige Kraft der Drehbewegung T^ unterscheidet sich in 
nichts Yon der lebendigen Kraft des Kreisels mit festem Stützpunkte. 
Der Ausdruck derselben durch die Ghrölse u = cos ^ wurde bereits 
pag. 222 entwickelt. Er lautet, für den Kugelkreisel spezialisiert: 



^1" 2 11— u*"^^«(l — u»)"^^»J 



Indem wir noch für V den Ausdruck (1) F— Pm benutzen, schreiben 
wir die Gleichung der lebendigen Kraft folgendermalfien: 

Da nach (2) und (4) n und N Konstante sind, liefert uns die 
Yorstehende Gleichung eine Beziehung zwischen u und u bez. zwischen 
u und tj aus welcher die wechselnden Neigungen der Figurenaze gegen 
die Vertikale als Funktion der Zeit entnommen werden können. Wir 
rechnen, indem wir auf gleichen Nenner bringen, zunächst u'^ aus und 
erhalten m'*= J7, mit Einführung der Abkürzung TJ 

^^^ ^^ ^« + ^0(1 — !*•) ' 

a = MI? bedeutet dabei das Trägheitsmoment der im Schwerpunkte 
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konzentriert gedachten Gesamtmasse M um eine zur Figurenaxe senk- 
rechte Gerade durch 0. Es folgt nun: 



(8) 



at-y^ oder dt-^, 



/ du 



Wir wollen sogleich eine entsprechende Darstellung für den Winkel 
if geben^ den die Knotenlinie des Ereisels mit einer beliebigen festen 
horizontalen Geraden bildet. (Den dritten Eulerschen Winkel <p werden 
wir im Folgenden nicht explizit nötig haben.) ^ bestimmt sich nach 
pag. 222 Gleichung (4) aus: 

dil> n — NcoBd' 

abo wenn wir wie vorher cos d = m setzen, aus 

dfj) n — ^1* 
'dt'^ Ä{l—u*)' 

Wir integrieren, indem wir dt nach GL (8) durch du ausdrücken und 

erhalten: 

/Q'x .1 f* n — Nu du 

Die in den Gleichungen (8) und (8') gegebene Integraldarstellung der 
Bewegung, die schon von Poisson*) herrührt, vergleichen wir zunächst 
mit der entsprechenden Darstellung, die früher (pag. 223) für den 
Exeisel mit festem Punkte entwickelt wurde. Es zeigt sich dabei 
einerseits eine grofse Analogie der Formeln, wir bemerken aber andrer- 
seits, daJDs der Ausdruck von 17 jetzt etwas komplizierter ist wie früher. 

Wahrend der frühere Ausdruck U drei Nullstellen und eine Un- 
endlichkeitsstelle besafs, hat unser jetziges U drei Nullstellen (die- 
jenigen Werte von u, für die der Zähler verschwindet) und drei Un- 
endlichkeitsstellen (nämlich den Wert w = oo und die Werte, für die 
der Nenner verschwindet). 

Aus der Analogie der jetzigen und der früheren Formeln folgt 
unmittelbar, dafs ein Teil unserer früheren Resultate ungeändert be- 
stehen bleibt. So können wir z. B. den Beweis für die „Periodizitäts- 
eigenschaffcen der Bewegung^', von denen früher die Rede war, auf den 
vorliegenden Fall unmittelbar Übertragen, indem wir die Schlüsse von 
S[ap. lY, § 4 wörtlich wiederholen. Es ändert sich also t und tff je 
um einen bestimmten Zuwachs, nämlich um eine sog. „Periode^^, wäh- 

*) Vgl. PoisBon, Traitä de Mäcaniqne 11, Nr. 484 ff. 
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rend die Integrationsyariable u zwischen denjenigen beiden Wurzel- 
werten Cq und 6] Ton U hin- und hergeführt wird^ die im Intervalle 
— 1 und 4- 1 liegen. 

Diese Periodizität tritt besonders deutlich in der Bahnkurve her- 
Tor^ die der Stützpunkt auf der tragenden Horizontalebene beschreibt 
und die jetzt passend an die Stelle der in Eap. lY betrachteten Bahn- 
kurven tritt. Wir können ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
annehmen, dafs die Projektion S' des Schwerpunktes S auf die Hori- 
zontalebene festliegt, dalB also die horizontale konstante Schwerpunkts- 
geschwindigkeit im besonderen den Wert Null hat. (Im anderen Falle 
brauchten wir in der Horizontalebene nur fttatt eines festen ein mit 
der horizontalen Schwerpunktsgeschwindigkeit gleichförmig fortschrei- 
tendes Aienkreuz zu Grunde zu legen; die im folgenden zu zeichnende 
Figur würde dabei in Richtung dieser Geschwindigkeit in leicht er- 
sichtlicher Weise auseinandergezogen werden.) Unter dieser Annahme 
wandert der Schwerpunkt auf der festen im Punkte S' errichteten 
Vertikalen auf und ab und die Bahnkurve zieht sich zwischen zwei 
konzentrischen, um den Punkt S' beschriebenen Ereisen hin und her, 
die den beiden Neigungen cos ^ ^ e^ imd cos d = e^ der Figurenaxe 
entsprechen. Aus den genannten Periodizitätseigenschaften folgt dann, 
dafs die aufeinander folgenden Bögen der Bahnkurve zwischen den 
beiden Kreisen e^ und e^ wechselweise symmetrisch und kongruent 
verlaufen. Zur qualitativen Veranschaulichung der Bahnkurve können 
direkt die früheren Figuren aus Eap. IV, § 1 und 2 in sinngemäTser 
Modifikation dienen; für einen besonderen und besonders wichtigen 
Fall werden wir die Bahnkurve im Folgenden genauer berechnen und 
die soeben angedeuteten Überlegungen im Einzelnen durchführen. 

Andererseits würde die verschiedene Bauart imseres U im jetzigen 
und früheren Falle auch manche Unterschiede in der weiteren analy- 
tischen Behandlung mit sich bringen. Man bezeichnet die Integrale 
in (8) und (S'), da sie um einen Grad komplizierter sind wie die 
früheren elliptischen Integrale, als hypereUipüscJie. Der Unterschied 
beider zeigt sich besonders im komplexen Gebiete, wenn wir versuchen 
wollten, unsere Gröfsen u und ^ als Funktionen der Zeit für alle 
(auch die komplexen) Werte von t darzustellen*). Es ist aber nicht 
unsere Absicht, auf die hierbei auftretenden Schwierigkeiten irgendwie 



*) u und ip sind im Komplexen nicht mehr eindeutige Funktionen von t^ 
wohl aber lassen sich, wie man in der Theorie der sog. automorphen Funktionen 
zeigt, u, il) und t fär den ganzen komplexen Wertebereich durch eine Hülfs- 
yariable eindeutig darstellen. Vgl. hierzu F. Klein: The mathematical theory 
of the Top. Princeton Lectures. New York 1897, insbes. den letzten Abschnitt 
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einzugehen. Für die numerische Beherrschung der Ereiselbew^ung 
im Beeilen, die doch allein unser Zweck sein kann, würde bei dem 
gegenwärtigen Stande der Theorie auf diesem Wege nichts gewonnen 
werden. Eher würde sich hierför ein Verfahren empfehlen, welches 
Weierstrafs*) in allgemeinen Zügen fiir alle ähnlichen Probleme 
entworfen hat und welches darauf abzielt, u als Funktion von t durch 
eine trigonometrische Reihe mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. 
Indessen können wir auch von den hierdurch bedingten, immerhin 
ziemlich umständlichen Rechnungen absehen, da wir uns, wie oben 
begründet wurde, mit einer geringen Genauigkeit begnügen werden. ^ 
Speziell werden wir uns itlr das Analogon der früher behandelten 
pseudoregulären Präcession interessieren, weil diese durch die gewöhn- 
lichen AntriebsYorrichtungen in der Regel realisiert wird. Wir wollen 
also voraussetzen, daJGs der Eigenimpuls .N „sehr grofs sei^^ Dies soll 
(ygL pag. 293) bedeuten, dalB das Quadrat Ton N grob sei gegenüber 
der gleichbenannten Gröfse ÄP. Z. B. können wir yoraussetzen': 

iV'>100^P. 

Femer wollen wir etwa annehmen, dafs der Kreisel zu Beginn der 
Bewegung (t » t^ keinen seitlichen Anstofs bekommen hatte, dafis also 
seine Anfangsbewegung aus einer reinen Rotation um die Figurenaxe 
bestand. Dann liegt der anfängliche Drehimpuls in Richtung der 
Figurenaxe und ist mit N zu bezeichnen. Ist die anfängliche Neigung 
der Figurenaxe gegen die Vertikale d'^ und setzt man cos -^o == ^o^ ^^ 
wird die Projektion des Drehimpulses auf die Vertikale 

(9) n^Ne,, 

üeberdies erkennt man, dafs für ^ = ^^ notwendig w' = sein mufs. 
Denn die Figurenaxe ist nach Voraussetzung zu Beginn Rotationsaxe, 
kami also ihre Lage im Räume momentan nicht ändern. Aus u =0 
folgt nach GL (8) £7= 0, d. h. 

2Äh{l - eo«) -2ÄPe^(l- O + 2nNe^ - JV^« - n« = 0. 

Hieraus entnehmen wir den für unsere Bewegung gültigen Wert von 
h, indem wir n nach (9) durch N ausdrücken, mLmlich 

(10) ^ 2Äh^2ÄPe^ + IP. 

Wir wollen zunächst U in seine Linearfaktoren spalten. Im Zähler 
von ü mufs sich der Faktor e^ — u herausziehen lassen, da ja CT für 



*) Über eine Gattung reell periodischer Funktionen. Monatsberichte der 
Berliner Akademie 1866, pag. 97. 
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w^ Cq verschwindet. In der That ergiebt sich ans (7) mit Rücksicht 

auf (9) nnd (10); 

nn 4 rT_ fa-^) (^ÄPg-u^ - JV'(go ~ü)) 

^^^) ^'^ .4» + .4a(l-u*) 

Die weiteren Yerschwindnngsstellen des Zählers nnd Nenners mögen 
e^y e^ bez. ± e heüsen. Indem man den Nenner gleich Null setzt^ 
findet man: 

(12) «' = i + |; 

femer ergiebt sich durch Nullsetzen des Zahlers nnd Auflosung einer 
quadratischen Gleichung: 



(13) 






je^l ist der geometrischen Bedeutung nach < 1, |e| nach Gl. (12) >1. 
Da wir AT\N^ als kleine Zahl voraussetzen; können wir, um die 
Gröfsenordnung von e^ und e^ festzustellen, die Quadratwurzel in (13) 
nach dieser Gröfse entwickeln und erhalten: 



(14) 






Es ist also 6^ wenig kleiner wie e^, e^ sehr grofs. Die gegenseitige 
Lage der fOnf Stellen e^y e^y e^y ±e wird durch Fig. 69 veranschaulicht. 

- / *f 



— r- 



Fig. 69. 

Durch seine Linearfaktoren dargestellt, nimmt daher U die Form an: 
(15) V~ ^ (e.-«)(u-e.)(e.-u) 

der Faktor — berechnet sich daraus, dafs sich U nach der firüheren 

Darstellung (11) für u = (x> wie u verhalten mufs. 

Betrachten wir nun das Integral (8). In diesem mufs u not- 
wendig zwischen den Grenzen — 1 und + 1 liegen und dt reell und 
positiv sein. Beginnen wir also die Integration mit dem Anfangs- 
werte u^Cq, so mufs u zunächst abnehmen bis 6^, dann zunehmen 
bis Cq u. s. f., da einer Unterschreitung von e^ oder einer Überschreitung 



§ 10. Der auf der Horizontalebene spielende Kreisel. 521 

von Cq ein imaginärer Wert von dt entsprechen würde. (Damit dt 
positiv ausfallt^ ist es nur nötige das unbestimmte Vorzeichen von 
y^bei jeder Umkehr der Integrationsrichtnng ebenfedls umzukehren.) 
Die Integrationsvariable u ist also auf das enge Gebiet zwischen Cq 
und e^ eingeschränkt. Wir schliefsen daraus ; dalüs sich der Faktor 
e^ — u während der Integration nur sehr wenig ändert; da sein Maximum 
Cj — e^ und sein Minimum e^ — Cq sowohl wegen der Ghröfse von e^ 
wie wegen der Heinheit von Bq — c^ nahe zusammenfallen. Wir konnten 
ihn hiemach annähernd konstant setzen^ etwa gleich 

Nach (8) und (15) ist nun die genaue Zeit gegeben durch: 

wenn t^ den der Anfangslage m = 6q entsprechenden Zeitpunkt be- 
zeichnet. Wir führen daneben eine angenäherte Zeitbestimmung ein^ 
indem wir 6, — m durch den angegebenen Näherungswert Cg — % er- 
setzeu; schreiben also: 

w 

(16) <' - <o = l /oP/'' N fV f ^'w""' — ^ ^«*- 

^ ^ ^ f 2P(e, — f*o)e/ r (Co — t*)(w — «i) 

«0 

Diese beiden Zeiten stehen^ wie man leicht einsieht, in der Beziehung 
zu einander; daCs stets 

(17) (t'-Q-]/^^<t-t,<{t'-Qy^^. 

Haben wir also den angenäherten Wert der Zeit bestimmt; so ist 
damit der wahre Wert innerhalb sehr enger Grenzen bekannt. Um diese 
Grenzen noch näher festzusetzen, schreiben wir nach (14): 



n=f-('-4?+-)(>+ij+-)-i- 



^0— gl 



26, 



n^-(i-i-?+-)(i+T:i+-)=i-'^+- 

Wenn z.B., wie wir pag.519 voraussetzten; JV^> 100 JIP ist, so weichen 
diese Grofsen von der Einheit um weniger als 10~^ nach der einen 
oder anderen Seite hin ab und unsere angenäherte Zeitbestimmung 
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unterscheidet sich von der wahren um weniger ab t^\- Für prak- 
tische Zwecke dürfte diese Abweichung überhaupt nicht in Betracht 
kommen. ^ 

Durch die Einführung unserer angenäherten Zeit ist aber das Pro- 
blem aus dem Gebiete der hjperelliptischen in das der elliptischen In- 
tegrale verlegt Wir könnten auf das Integral (16) die früheren Me- 
thoden unmittelbar anwenden und u als dliptische Funktion der an- 
genäherten Zeit t' darstellen. Die erforderliche Fehlerabschatzung lalst 
sich alsdann aus der Ungleichung (17) entnehmen. Wir wollen aber 
noch einen Schritt weiter gehen und die Berechnung auf elementare 
Funktionen zurückführen. Bemerken wir zu dem Zweck, dals sich auch 
der Faktor e^—u^ wegen der Kleinheit des Integrationsintervalles e^—e^ 
nur wenig ändert und näherungsweise gleich 

gesetzt werden kann. Dementsprechend führen wir eine zweite ge- 
näherte Zeitbestimmung ein, indem wir schreiben: 

u 

(18) t"-t,= y 2 pVA) J Yi^^w^) ' 

Zwischen t und ^' besteht dann die Ungleichung: 

(19) (^"-^)y ;i:'f.i$ <^-^<(^"-^o)y^:4^,- 

Die Grenzen, die hiemach dem wahren Zeitwerte gezogen sind, sind 
nicht mehr so enge wie vorher. Man berechnet nämlich nach (14): 



= 1 2^— + ^-in — 7* — + ••• 



l^.(i_l^+...)(i+±^+...)-i+«=V^+... 

-l-h 271 -h---- A-h-^ p -I-.... 

ÄP 
Diese Faktoren weichen also immer noch um weniger als -^^»10^' von 

der Einheit ab; da die in (19) aulserdem noch hinzutretenden Faktoren 

y^"^^ und T/ ^ ~"^^ von höherer Ordnung gleich 1 waren, so ist 

damit auch die Abweichung der wahren 2ieit t von der angenäherten 
Zeit t" festgestellt. Diese Abweichung beträgt weniger aü 1% der 
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wahren Zeit, ist also nicht mehr so klein, wie vorher, aber für unsere 
Zwecke klein genug. 

Das Integral (18) fährt auf cyklometrische Funktionen. Der Be- 
quemlichkeit wegen fuhren wir die Abkürzungen £, v, o ein, indem 
wir setzen: 



(20) 
dann wird 



^_e^_^___(l_^2>j^...^ <' = «*-«*o 



V 2P e, — Uo ' 

V 

/du C dv . V 7t 
, = 1 , = arc sm -x- , 



also 

(21) r-fo = -j(arc8m^-f). 

(0 bedeutet dabei die näherungsweise berechnete Zeit, wahrend welcher 
u das Integrationsintervall von e^ bis e^ oder v das entsprechende Ge- 
biet von + £ bis — £ einmal durchläuft;. Wir nennen co die „halbe 
Periode der Kreiselbewegung^'. Sie ist gleich derjenigen Zeit, während 
welcher die Figurenaxe aus der einen äuüsersten Neigung e^ in die andere 
äufserste Neigung e^ oder aus der mittleren Neigung w^ in eben diese 
Neigung auf kürzestem Wege zurückkehrt. Nach der Zeit 2g) wieder- 
holen sich die Neigungen der Figurenaxe periodisch. Der noch un- 
bestimmt gelassene Zeitpunkt i^ möge der Bequemlichkeit halber gleich 

Y genommen werden, der Nullpunkt der Zeit t" also mit der mittleren 

Neigung der Figurenaxe (t? = oder u = Wq) zusammenfallen. Gleichung 

(21) geht dann über in: 

(22) r = -Jarcsiny. 

Es liegt auf der Hand, dafs wir diese Beziehung lieber „um- 
kehren^' und in der folgenden Form schreiben werden: 

(23) i; = 5 sin — oder w = m^ 4- f sin 

Damit sind die wechselnden Neigungen der Figurenaxe in eocplmter 
Weise als Funktion der angenäherten Zeit t" beschrieben. Um den bei 
dieser Berechnung zugelassenen Fehler abzuschätzen, d. h. um den Wert 
von M, der zu der wahren Zeit t gehört, in Grenzen einzuschlielisen, 
brauchen wir nur die Ungleichung (19) in gewisser Weise ebenfalls 
umzukehren. Diese Ungleichung sagt uns, wieweit die wahren und 
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angenäherten Zeiten, die zu gleichem u gehören, höchstens von ein- 
ander abweichen. Wir können sie auch so schreiben: 

Der wahre Wert von !«, d. h. der Wert von u zur Zeit t, mufe hier- 
nach gleich einem derjenigen Werte sein, welche sich nach Formel (23) 
fOr das vorstehend bezeichnete lutervall der angenäherten Zeit bestimmen. 
Da (von der Umgebung der Integrationsgrenzen e^ und e^ abgesehen) 
u mit wachsendem t beständig wächst oder beständig abnimmt, so 
können wir auch sagen: Der währe Wert von u ist etvischen denjenigen 
Werten enthaUeny welche sich für die angenäherten Zeitptmkte 



(24) 



\^"-to-V^^^it-Q und 



nach Gleichung (23) berechnen. Die gewünschte Fehlerabschätzung ist 
damit geleistet. 

In entsprechender Weise verfahren wir mit dem Winkel tff in 
61. (Sy Setzen wir für n und U die Werte aus (9) und (15) ein, so 
ergiebt sich zunächst 



w *-^V^f't^.Y^. 



du. 



Wir könnten auch hier wieder ein angenähertes Azimuth ^' einführen, 
welches sich durch ein elliptisches Integral berechnen läfst, indem 
wir den Faktor e^ — u ersetzen durch c^ — Uq, Indessen gehen wir lieber 
gleich einen Schritt weiter und schreiben: 

r9ß^ t/," - E ^ -[/ o e'-Up' f (gp - u) du 

sodafs sich die weitere Rechnung im trigonometrischen Gebiete abspielt. 
Wir substituieren als Integrationsvariable die angenäherte Zeit t"] nach 
Gl. (18) und (23) haben wir 

«* = Wo + a sm -j^, ^ - w - £ ^1 - sm -^j 
und daher 

= 1- 1 i — (— (^ — ^o) + COS ) • 
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Die IntegrationskoiLstante wurde hierbei so gewählt, dafs t" ▼ei'- 
schwindet für T' = /^ = a>/2. Wiederum ist der angenäherte Wert von 
t als explizite Funktion der angenäherten Zeit t" dargestellt 

Zwischen dem wahren Azimuth tff und dem genäherten ^'^ besteht, 
wie der Vergleich von (26) und (25) ergiebt, die Beziehung 



Da beide Faktoren, mit denen ^" multipliziert ist, wenig von 1 ver- 
schieden sind, ist hierdurch der wahre Wert von f mit Hülfe des an- 
genäherten in enge Grenzen eingeschlossen. 

Durch if und u lassen sich die übrigen auf die Ereiselbewegung be- 
züglichen Ghröfsen darstellen. Besonders werden wir uns für die Bahn- 
kurve des StüUspwnktes in der tragenden Horizontalebene interessieren, 
weil diese bei der Bewegung in erster Linie ins Auge fallt und sich 
auch experimentell bequem au&eichnen läfst (vgl. das folg. Kap. § 10). 
In der Horizontalebene breiten wir uns eine komplexe Variable g aus, 
sodafs der Nullpunkt derselben mit dem Punkt S' zusammenfällt. Den 
wechselnden Lagen des Stützpunktes entspricht dann eine Folge von 
I -Werten und die Bahnkurve sowie das Zeitmafs, in dem sie von dem 
Stützpunkt durchlaufen wird, sind vollständig bekannt, wenn wir diese 
S -Werte als Punktion der Zeit in der Form | =/'(0 dargestellt haben. 

Zunächst ist der absolute Betrag von | nach Fig. 68 leicht anzu- 
geben; es ist nämlich 



(29) |||==OS' = jBsin-^^JBl/r=^. 

Sodann ist i'er Winkel des Strahles OS' (der Projektion der Figuren- 
axe auf die Horizontalebene) gegen einen beliebigen festen Strahl dieser 
Ebene bis auf eine Eonstante gleich dem Winkel ^, den die Enoten- 
linie gegen eine beliebige feste horizontale Gerade bildet. 

Die Gleichung der Bahnkurve schreibt sich daher in der folgenden 
Form: 

(30) i^-EyU^U'^, 

wobei die Berechnung von u und ^ nach Gl. (23) und (27), die Fehler- 
bestimmung nach Ungleichung (24) und (28) zu erfolgen hat. 

Wir werden den Gang der Rechnung sogleich an einem Zahlen- 
beispiel erläutern. Vorher wird es gut sein, um den Charakter der 
Bahnkurve zu veranschaulichen, weniger genau zu verfahren. Wir wollen 
einmal den Unterschied zwischen wahrer und genäherter Zeitbestimmung 
vernachlässigen und auch sonst einige Vereinfachungen eintreten lassen, 
die sich durch Entwicklung nach der als klein vorausgesetzten Gröfse 
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ergeben. Wir sclireiben in dem Sinne: 

Hiemach wird die yereinfachte Gleichnng der Bahnkorre 

— (t fc» + — — ^ 
(31) I = i; y 1 - Uo» (1 - -j^ sin — j e 

Dieselbe legt folgende Dentong nahe: Im Mittel bew^ $%&. de r Stütz- 
pimkt nm den festen Punkt S' auf einem Kreise yom Radius J^yT—M^ 

mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit jj: herum. Dieser Teil der 

Bewegung wird als eine reguläre Frässession der Figurenaxe zu be- 
zeichnen sein. Ihr überlagert sich eine Schwankung oder Nutation der 
Figurenaxe von der Periode 2©^ vermöge deren sowohl GtrSfse als 
Richtung des Fahrstrahls S'O periodisch abgeändert wird. Zeitdauer 
und Betrag der Nutation sind gering^ desgl. im allgemeinen die Winkel* 
geschwindigkeit der PnLzession. Die Bahnkurve des StiUzpunktes be- 
steht daher aus einem Kreise mit zahlreichen auf ihm aufsitzenden Zacken; 
sowohl wegen ihrer Kleinheit wie wegen der Schnelligkeit, mit der sie 
durchlaufen werden, entziehen sich die Nutationen der groben Beobachtung 
wnd die Bewegung erscheint in erster Linie als eine reguläre Präzession, 
Sie hat ganz denselben Charakter wie die firühere pseudoreguläre Prä- 
zession des EJreisels mit festem Stützpunkte und stimmt mit dieser 

P 
auch in der Gröfse der Präzessionsgeschwindigkeit -^ überein. 

Wir kommen nun zur genauen Durchführung eines Zahlenbeispiels. 
Unser Kreisel sei ein homogener Rotationskegel von der Höhe h^SciOy 

s 

sein Schwerpunkt S liegt in der Entfernung iJ = -7- Ä = 6 cm von seiner 

Spitze 0. Soll das für den Schwerpunkt konstruierte Trägheitsellip- 
soid eine Kugel sein^ so mufs der Radius des Ghrundkreises r gleich 
der halben Höhe sein. Man findet nämlich unschwer für die Trägheits- 
momente C, Ä^y Ä um die Figurenaxe, bezw. nm eine zur Figurenaxe 
senkrechte Axe durch 0, bezw. um eine ebensolche Axe durch S: 
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wo M die gesamte Masse des Kreisels ist Durch Gleichsetzen der 
Werte Ton Ä und C ei^ebt sich in der That 



r =» Y Ä = 4 cm. 



Mithin wird 

10 



C7-=~-af, a = Jf-B» = 36Jlf 



^ ^ e* = l + ~ = 1,133. 



und 

Die anfangliche Rotation, welche um die Figurenaxe erfolgen sollte, 
möge die Umdrehungszahl 20 pro Sekunde besitzen, sodafs die Winkel- 
geschwindigkeit 2^ • 20 betragt. Es ist dann 

JT« « 4%« . 400 . Ä^ 
und 

N* 4^»>40 -48Jf 4 ^«.40. 48 10070 
AP M^ " 981,0. 6 ^ ^'^'^'^• 

Wir haben also dieses Verhältnis erheblich kleiner gewählt, als es vor- 
her vorausgesetzt wurde, weil sonst die zu zeichnende Figur gar zu 
wenig charakteristisch ausfedlen würde und die Bahnkurve von einem 
Kreise kaum zu unterscheiden wäre. Der Grad der Annäherung, der 
sich ja wesentlich durch die Gh-olse dieses YerMltnisses bestimmt, wird 
dementsprechend im folgenden etwas weniger günstig ausfallen, wie 
bei der allgemeinen Betrachtung. Dies schadet indessen nichts, da uns 
an dieser Stelle nicht die Kleinheit des Fehlers sondern seine Ab- 
schätzung in erster Linie interessiert In der Anfangslage (zur 2ieit t^) 
möge die Figurenaxe den Winkel 45^ gegen die Vertikale bilden. Es 

ist dttirn 



y?-o. 



707. 



Die Grolsen ^ und ^ ergeben sich durch Nnllsetzen des Zählers von 
U, also nach (11) durch Auflösen der quadratischen Gleichung: 

Setzt man die angegebenen Zahlenwerte fOr -jp und Cq ein, so erhält 
man 

ii«-6,439ii = - 3,552, e^« 0,609, 6^ = 5,830. 

Es wird daher 

a = ?^^ = 0,049, «0 = ^4^ = 0,658, V« 0,433, 



--y^^- = 6^38.10-sec. 
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und 

f,^_.^=. 0,220. 



Ä 1 — «0* « 



Wir berechnen noch die folgenden Faktoren, welche nach (24) und 
(28) für die Fehlerabschätzung wesentlich sind: 



1/^?E^:= 1-4,6. 10- K^^: = 1 + 5,7. 10- 

[5^'-:>^E?pf='i-i,6-io-s 

Nun bestimmen wir die Bahnkurre und zwar beispielsweise dasjenige 



a> 



Stück derselben, welches von der Anfangszeit ^ = f^ = y bis zur Zeit 

^ = ^e = -^ durchlaufen wird. Zwischen diese beiden Zeitpunkte schalten 

wir noch fünf äquidistante Zeiten ^; ^^ ^; ^4; ^ ein. Die Länge eines 

zwischen ihnen enthaltenen Zeitinteryalles beträgt dann — - Diesen 

„wahren" Zeitpunkten ordnen wir nach Gl. (24) je zwei „angenäherte" 
Zeitpunkte zu. 

Z. B. gehören zu ^ die beiden Werte 

r - «0 = (1 - 4,6 • 10->) f und t" - <o = (1 + 5,7 • 10-) f • 

Bilden wir lieber das Produkt — , welches in unsem Formeln als 

Argument der trigonometrischen Funktionen vorkommt, und drücken 
dieses in Ghtidmafs aus, so ergiebt sich 



bezw. 



— = f + (1 ~ 4,6 ^ 10->) -^ = 90« + 28^37' 



^ =. |- + (1 + 5,7 . 10-«) -f = 90« + 31« 43'. 



Nach Gl. (23) gehören zu diesen beiden genäherten Zeiten die folgen- 
den beiden w -Werte: 

u = 0,658 + 0,049 cos (28« 37') = 0,701 
bezw^ 

M = 0,658 + 0,049 cos (31» 430 = 0,699. 

Mithin kann der wahre Wert von w zur Zeit t^ gleichgesetzt werden 

M = 0,700 ± fl- • 0,001, 
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unter O (ebenso wie unten unter ^\ %^" . . .) einen unbekannten echten 
Bruch yerfltanden. 

Aus den Grenzen fSr u ergeben sich entsprechende Ghrenzen för 
die Länge des Vektors S'Q = E )/l — w^. Drücken wir letztere in nun 
aus, so finden wir dafür die beiden äufsersten Werte 42,78 und 42,90 mm. 
Wir schreiben daher für < = «^r -B yi-u^ = 42,84 ± %' - 0,06 mm. 

Es handelt sich sodann um die Richtung des Vektors S'O zur 
Zeit t^y also um den Winkel ^. Wir berechnen zunächst die Näherungs- 
werte ^", welche nach GL (27) zu den oben angegebenen Grenzwerten 
Ton t'' gehören, nämlich für 



^ = 90^ + 28^37; if" = 0,220 (28<>37' - ^ sin 28<>37') = 15' 
^ = 90« + 31<>43', ^" = 0,220 (3P43' - ^ sin 31« 43') = 21'. 

Der erste dieser Werte entspricht der Neigung u = 0,701 der Figuren- 
axe; die Unsicherheit desselben folgt aus der UngL (28), welche besagt, 
dafe für den wahren Wert von ^ bei eben jener Neigung gilt: 

(1 - 1,6 . 10-^ 15' < ^ < (1 + 1,9 . 10-1) 15' 
oder 

13' < ^ < 18'. 

Ebenso ergiebt sich für den wahren Wert von ^ bei der Neigung 
t* = 0,699 der Figurenaxe aus (28): 

(1 - 1,6 . 10-^ 21' < ^ < (1 + 1,9 . 10-1) 21' 

^^' 18'<^<25'. 

Da zur Zeit t='\, wie wir sahen, die Gröfse u jedenfedls zwischen 
u = 0,701 und 0,609 liegt, mufs der Winkel ^ jedenfalls zwischen 13' 
und 25' enthalten sein. Wir schreiben daher für < = ^: 

^ = 19' ± ^" . 6'. 



In derselben Weise sind die Ghrofsen m, E "j/l — t*^, ^ für die Zeit- 
punkte ^ == ^, ^, ... zu bestimmen. (Für den Anfangswert 1=^1^ er- 
giebt sich offenbar und zwar genau m = ^o = 0,707, J&yi — w' =42,43 mm, 
ilf » 0.) Das Resultat der Rechnung enthält die Tabelle von pag. 530: 

Kleln-Sommerfeldy Kreiielbewegnng. 34 



530 



VI. Anhang. Der auf der Horizontalebene spielende Ereigel. 



^* 


cT 

+1 


o 

+1 

CO 

5 


00 

o 
lH 

-H 

Gl 

o 

1* 


*J? 


cc 

o 
o 

-H 

CO 


cT 

+1 

5 


00 
lO 

o 
f 

-H 

CO 

1 


**^ 


i 

cT 

CO 


CO 

o" 

+1 

co" 


s 

o 

+1 

Vi 

Gl 

e 
CO 


*r 


§ 

o" 

+i 

2 

CO 


Ol 

-H 
5 


O 
Ol 
e 
Ol 

+1 

e 


^ 


o" 


1-1 

+1 

o 


^5 
+1 

CO 
Ol 
o 
Ol 


^ 


§ 

-H 
g 

cT 


-H 

1* 


CO 
+1 


^ 


o 


"^ 
©f 

-^ 


o 




8 


1 

> 
Kl 


■^- 




Fig. 70. 



Auf Grund dieser Zahlen ist Fig. 70 gezeichnet. Sie zeigt, wie 
sich die Bahnkurve zwischen den beiden Begrenzungskreisen vom Radius 
Eyi — Cq^ = 42,4 mm und E l/l — e^* = 47,6 mm hin- und herzieht. 
Den gröfseren der beiden Kreise tangiert sie, auf dem kleineren sitzt 
sie mit Spitzen auf. Dals wir mit begrenzter Genauigkeit rechneten, 
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kommt darin zum Ausdmck^ dafs die Bahnkorre nicht als mathema- 
tische Linie sondern als Streifen von' wechselnder Breite erscheint^ 
femer darin, dafs den Zeitpunkten t^ kein bestimmter Punkt der Linie^ 
sondern ein gewisser Bereich' des Streifens entspricht, der in der Figur 
kenntlich gemacht ist. Dieser Bereich wird um so grofser, die Sicher- 
heit unserer Rechnung abo um so geringer, je weiter wir uns von der 
Anfangszeit <=»^o entfernen. Die Zeitpunkte t_^, t_2) ••• gehen der 
Anfangszeit t^ in demselben Abstände Torher, wie die Zeitpunkte 
^, ^, . . . ihr folgen. Die Bahnkurve für < < f^ ergiebt sich aus der für 
t> t^ ein&ch durch Spiegelung an dem Strahle ^ = 0. 

Man wird beim Anblick unserer Figur zugeben, dafs unsere an- 
geiulherte Berechnung hinsichtlich der Gestalt der Bahnkurve allen An- 
sprüchen genügt, die man vom naturwissenschaftlichen Standpunkte aus 
an die Lösung der vorliegenden Aufgabe stellen kann; hinsichtlich des 
Zeitmafses, in dem unsere Bahnkurve durchlaufen wird, kann man 
zweifelhaft sein, ob unsere Annäherung befriedigt, da z, B. für ^==^4.6 
der Bereich, innerhalb dessen die Lage des Stützpunktes unsicher ist, 
etwas grofs wird. Lidessen können wir geltend machen, dafs in dieser 
Hinsicht die Genauigkeit unserer Rechnung etwa parallel derjenigen 
Genauigkeit gehen mag, mit der sich der Ort des Stützpunktes zu einer 
g^ebenen Zeit durch eine nicht besonders verfeinerte Beobachtungs- 
methode feststellen lafst. 

Yor allem aber müssen wir bedenken, dafs der wirkliche Be- 
wegungsverlauf durch die Reibung an der Unterlage, von der wir in 
diesem Paragraphen abgesehen haben, in hohem Grade entstellt wird. 
Wollten wir daher die vorangehenden Rechnungen verschärfen, ohne 
dabei auf die Reibung Rücksicht zu nehmen, so hiefse dieses, sich 
mit Kleinigkeiten aufhalten und die Hauptsache verfehlen. 
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Kapitel VII. 

Thciorie and Wirklielikeit. Einflafe der Reibung, des Luftwider- 
standes , der Elastizität yon Material und Unterlage anf die Kreisel- 

bewegnng. 

§ 1. Der Gegensats zwiBohen rationeller und physikalisoher oder 
swiflohen himmlisoher nnd irdischer Mechanik. 

Man bezeichnet seit altersher die abstrakte Mechanik , welche die 
Fülle der Bewegongserscheinungen durch mathematische Deduktion aus 
wenigen Grundsätzen abzuleiten bestrebt ist, ab rationelle (=> deduktive) 
Mechanik. Daneben tritt diejenige Behandlung der mechanischen Pro- 
bleme, welche die Wirklichkeit in ausgiebigerer Weise mit Hinzuziehung 
Ton Erfahrungsthatsachen und Experimenten berücksichtigt, fast etwas 
schüchtern als physikalische (<= induktive) Mechanik auf. Angesichts der 
weitgehenden Abweichungen aber zwischen den Resultaten der ab- 
strakten Theorie und den Thatsachen der Wirklichkeit möchte man 
die Frage aufwerfen, ob nicht für die Mehrzahl der Anwendungs- 
gebiete die physikalische Mechanik in Wahrheit die rationelle und die 
sog. rationelle in Wahrheit höchst unphysikalisch und irrationell ist. 

Der Grund für die uns standig entgegentretenden Differenzen 
zwischen Theorie und Wirklichkeit liegt, wie allbekannt, in dem Auf- 
treten von Energie verzehrenden oder Energie zerstreuenden Kräften. 
Die abstrakte Theorie stellt sich gerne so, als ob diese Kräfte nur 
sekundäre Bedeutung hätten, als ob es sich dabei um Erscheinungen 
zweiter Ordnung handelte, welche das Gtesamtbild zwar trüben aber 
nicht völlig entstellen können. Ein etwas krass gewähltes Beispiel 
möge uns lehren, wie weit diese Annahme zutrifft. 

Das deutsche Infanteriegewehr Modell 88 erteilt dem Geschosse 

eine Anfangsgeschwindigkeit von ca. 620 (Die Beobachtung dieser 

Geschwindigkeit geschieht etwa 25 m vor der Mündung.) Sofern wir 
den Luftwiderstand und die Luftareibung ignorieren wollen, die hier 
als Energie verzehrende Momente ins Spiel kommen, ist die Flug- 
bahn die bekannte Parabel und die gröfste Schufsweite wird erzielt 
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bei einem Abgangswinkel (Eleyatiouswinkel) von 45^ gegen die Hori- 
zontale. Nach den elementaren Gesetzen der Wurfbewegung berechnet 
sich; wenn man mit v den gemeinsamen Wert der yertikalen und der 
horizontalen Anfangsgeschwindigkeit 

__ 620 m 

~ 1/2 aec 

bezeichnet; die bei dem genannten Schusse vorkommende gröfste Er- 
hebung H des Geschosses über den Erdboden und die Schufsweite W- 
aus den Formeln: 

fl - ^ = ca. 10 km, Tr= — = ca. 40 km. 

Schlägt man aber die SchiefBYorschrift fär die Infanterie auf, welche 
das auf diesem Gebiete yorliegende reiche Beobachtungsmaterial zu- 
sammenfafst, so findet man auf Seite 17, dafs die gröfste beobachtete 
SchuDsweite ungefähr 4 km betragt und dafs sie einem Abgangswinkel 
von 32^ entspricht. Die höchste Erhebung des Geschosses wird bei 
dieser Bahn rund Yj km und liegt nicht, wie bei der abstrakten Wurf- 
bewegung, in der Mitte, sondern 
etwas diJiinter in der Entfernung 
2,2 km Yon der Mündung. 

Deutlicher noch wie die an- 
gegebenen Zahlen redet die neben- ^^ic»--». 
stehende Figur. Sie zeigt, dafs die ^g 71. 

unter Vernachlässigung des Luftwiderstandes berechnete Bahn („ber.^^ 
auch nicht eine entfernte Annäherung an die beobachtete Bahn („beob.^^ 
giebt. 

Allerdings denkt niemand daran, in den ballistischen Problemen 
den Luftwiderstand zu vemachlässigen. Auch kann zugegeben werden, 
daCs sein Einflufs bei geringeren Geschwindigkeiten nicht so stark ins 
Gewicht fallen wird, wie bei den gewaltigen Geschwindigkeiten der 
modernen Schufswaffen. Denn es ist theoretisch verständlich und durch 
die Beobachtung bestätigt, dafs mit wachsender Geschwindigkeit und 
ganz besonders in der Nähe der Schallgeschwindigkeit der Luftwider- 
stand rapide zunehmen muDs. Trotzdem dürfte unser Beispiel geeignet 
sein, uns Tor einer Überschätzung der Ergebnisse der rationellen 
Mechanik und vor einer Unterschätzung von sog. „Nebenumständen'' 
wie Reibung etc. zu warnen, die gegebenenfedls leicht zur Hauptsache 
werden können. 

Die Abneigung der mathematischen Schriftsteller vor der Liangriff- 
nahme der Beibungsprobleme macht sich schon bei dem grofsen Be- 




534 Vn. Einflnfs von Beibnng, LnfMderstand , Elastizit&t etc. 

gründer der analytischen Mechanik^ bei Lagrange^ geltend. Er er- 
wähnt an keiner Stelle seines Werkes die Reibung der festen Körper 
anf einander. Diesem nicht nachahmenswerten Beispiele folgt auch 
Kirchhoff in seinen Vorlesungen über Mechanik. Und doch ist die 
Reibung^ nächst der Schwere^ wohl die wichtigste EJrafb in unserem 
Dasein. Gewöhnlich wird sie als etwas Schädliches und Unerwünschtes 
angesehen. In der That rühren die Energieyerluste und daher die 
Betriebskosten bei all unseren Maschinen^ Fahrzeugen etc. zum grölsten 
Teil von irgend einer Art Reibung her. Es hie&e jedoch ungerecht 
seiu; wenn man die wohlthätigen Seiten der Reibung verkennen wollte. 
Nur die Reibung ermöglicht es unS; dals wir uns auf unserer Erde 
nach Belieben Torwarts bewegen können^ sei es durch die Kraft unserer 
Glieder; sei es mit Hülfe irgend eines Gefährtes. Man erinnere sich 
z. B.; da(j9 im Betriebe der Stralsenbahnen^ wenn durch Eisbildung 
der wohlthätige Einflufs der Reibung zwischen Rad und Schiene ge- 
schwächt ist, der Wagen nicht Ton der Stelle kommi Weiter aber: 
Die Reibung ermöglicht es mir^ den Federhalter zwischen den Fingern 
zu halten ; falls ich nur — entsprechend dem unten zu besprechenden 
Reibungsgesetze — die Finger mit einem genügenden Druck gegen 
den Halter presse. Die Reibung yerhindert die Bücher^ die auf meinem 
(doch gewifs nicht genau horizontalen) Schreibtische liegen, der Schwere 
folgend zur Erde hinab zu gleiten; sie verhütet, dafs der Berg, der 
vor meinem Fenster liegt, zu Thale kommt und die Stadt verschüttet 

Woher rührt es nun, werden wir uns fragen, dafs trotz ihrer 
mafsgebenden Wichtigkeit für alle irdischen Verhältnisse die Reibung 
in der theoretischen Mechanik so wenig Beachtung findet? Ein Grund 
hierfür ist historischer Natur. 

Das älteste Anwendungsgebiet der mechanischen Lehren und der 
älteste Zweig der mathematischen Naturwissenschaft überhaupt ist die 
Astronomie. Die Begründer und Hauptforderer der Mechanik, Galilei, 
Newton, Lagrange, Laplace haben wesentlich astronomische Fragen 
bei ihren Untersuchungen im Auge gehabt. Dadurch ist es gekommen, 
dafs die theoretische Mechanik ein Gewand bekommen hat, das wesentlich 
für astronomische Zwecke zugeschnitten erscheint. Die Himmelskörper 
nun bewegen sich merklich reibungslos im luftleeren Räume und können 
ftlr die meisten Zwecke als einzelne Massenpunkte angesehen werden. 
Li der Mechanik des Himmels also — aber auch nur hier — treten 
die Reibungserscheinungen zurück. Hier steht das Problem der n frei 
im Raum beweglichen Massenpunkte, die mit konservativen Kräften 
auf einander wirken, im Mittelpunkte des Interesses, ein Problem, 
welches vielfach den Hauptgegenstand der Vorlesungen und Lehrbücher 
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über theoretische Mechanik ausmacht; welches aber in den irdischen 
Geschehnissen niemals realisiert wird. ^ 

Man bezeichnet den Sachyerhalt deutlicher^ wenn man statt von 
rationeller und physikalischer Mechanik von himmlischer und irdischer 
Mechanik spricht. Die uns überkommene Form der theoretischen 
Mechanik hat ihren Ursprung und ihr eigentliches Anwendungsgebiet 
in der Mechanik des Himmels. Um den vielfach verworrenen und 
komplizierten Verhältnissen auf der Erde gerecht zu werden^ muTs sie 
durch Erfahrungsmaterial wesentlich ergänzt werden. 

Ein anderer Grund fftr die geringe Beachtung, welche die Reibungs- 
probleme bei den Theoretikern finden, ist die geringe Zuverlässigkeit 
der physikalischen Gbrundlagen der Reibungsiheorie. Wir sind uns von 
vornherein bewulst, dafs die üblichen Gesetze z. B. über die gleitende 
Reibung fester Körper auf einander, über den Luftwiderstand, über 
die Reibung im Innern der Flüssigkeiten oder über die innere Reibung 
der festen Körper nur grobe AniuLherungen sind, dafs die physikalischen 
Umstände bei diesen Vorgängen äuTserst kompliziert sind und vielleicht 
überhaupt nicht in allgemeingültige Formeln gefafst werden können. 
Eine naturgemäJse Berücksichtigung des Luftwiderstandes z. B. müfste 
von der Mitbewegung der umgebenden Luft ausgehen. Die Energie- 
Verluste, die der Luftwiderstand erzeugt, wären einerseits aus der 
inneren Reibung der Luft, andererseits aus der Abgabe von Bewegungs- 
energie an weiter entfernte Luftschichten zu berechnen. Bei sehr 
schnellen Bewegungen, die mit merklichen Luft -Verdichtungen und 
-Verdünnungen verbunden sein werden, erfolgt die Energieabgabe mit 
Schallgeschwindigkeit; hierbei müfste aufser der Trägheit auch die 
Elastizität und die Thermodynamik der Luft in Rechnung gesetzt 
werden. Einen Blick in die Mannigfaltigkeit der hier vorliegenden 
Verhältnisse gestatten uns die bekannten schönen Momentaufnahmen 
der durch die Geschosse erzeugten Luftwellen. Ihnen gegenüber mufs 
eine Formel, die den Luftwiderstand durch ii^end eine Potenz der 
Geschwindigkeit ausdrücken will, geradezu ärmlich erscheinen.^ Ebenso 
aussichtslos wird es sein, den Schiffswiderstand angesichts des kom- 
plizierten Spieles der Wellen in der Nähe eines Dampfers in eine ein- 
fache Formel hineinzwängen zu woUen. Jedenfalls werden hier nur 
ausgedehnte, mit den gröfsten Mitteln' durchgeführte Versuche einigen 
AufschluJs liefern.,^ Theorie und Rechnung können auf diesen Gebieten 
eher als Anleitung zur vernünftigen Anstellung von Experimenten wiö 
zur Voraussage der Erscheinungen dienen. In manchen Fallen hat die 
Theorie Regeln (sog. Ähnlichkeitsgesetze) liefern können, um die durch 
Modellversuche, abo durch Versuche in verkleinertem Mafsstabe ge- 
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fimdenen Resultate auf die gröfseren Verhältnisse der wirUichen Pro- 
bleme zn übertragen. Die Leistung der Theorie ist in solchen Fällen 
sehr wertvoll, aber doch viel bescheidener, wie z. B. bei den Problemen 
der Himmelsmechanik. 

Die Gröfee des Widerstandes wird in den vorgenannten Beispielen 
auTserdem von der besonderen Form des Geschosses oder des Schi£fe8 
abhängen. Es kann durchaus sein, dals eine kleine Abänderung der 
Form eine erhebliche Änderung des Widerstandsgesetzes bewirkt Ähn- 
liches gilt von der gleitenden Reibung. Hier kommt es auf scheinbar 
geringfügige Umstände weit mehr an, als man erwarten und wünschen 
möchte. Eine durch Abnutzung veränderte Oberfläche verhält sich 
anders wie eine frisch bearbeitete. Teilchen des abgeriebenen Materials 
oder Staubkömchen, welche sich zwischen den Reibungsflächen be- 
finden, können die Gröfse der Reibung betiuchtlich beeinflussen; ein 
Feuchtigkeitsniederschlag aus der umgebenden Luft kann wie ein 
Schmiermittel wirken und die Reibungsgesetze nicht nur quantitativ 
sondern auch qualitativ gründlich verändern. Hier gilt also der für 
den Naturforscher höchst unbequeme und störende Satz: Kleine Ur- 
sachen, groüse Wirkungen. Vor der kritiklosen Benutzung von Reibungs- 
ziffem mufs aus diesem Ghrunde gewarnt werden. Ziffern, die für ge- 
wisse Yersuchsumstände gefunden sind, brauchen deshalb noch nicht 
für andere Umstände zu gelten. Diese Ziffern auf zwei oder drei 
Dezimalen anzugeben, wi^es in den technischen E^alendem ebensowohl 
wie in vielen Lehrbüchern der Experimentalphysik geschieht, hat jeden- 
falls keinen Wert. 

Man begreift es hiemach, dafs der Laboratoriums-Physiker, der 
in der angenehmen Lage ist, seine Probleme frei, zum Teil nach 
ästhetischen Gesichtspunkten zu wählen, an den Reibungsfrtigen gerne 
vorbeigeht, weil er sich aus ihrem Studium keine reinen und all- 
gemeinen Gesetze verspricht. Anders steht der Techniker zu den 
Reibungsgesetzen, die für ihn Lebensfragen sind. Deshalb rühren die 
neueren Beiträge zur Kenntnis der Reibungsgesetze, die wir im fol- 
genden Paragraphen zu nennen haben werden, wesentlich von tech- 
nischer Seite her. 

Aus dieser Sachlage folgt aber weiter, dafs die mathematische 
Behandlung der Reibungsprobleme unter anderen Gesichtspunkten zu 
erfolgen hat, wie die der Probleme der rationellen Mechanik. Der 
Mathematiker strebt seiner Erziehung und Gewohnheit nach dahin, die 
ihm vorgelegten Probleme mit völliger Schärfe zu lösen, so daüs eine 
Berechnung auf beliebig viele Dezimalen theoretisch möglich wird. 
Diese Methode ist bei den Aufgaben der Himmelsmechanik mit Rück- 
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sieht auf die grofse Schärfe der astronomischen Beobachtungen in der 
That zweckmafsig; bei allen Aufgaben aber^ bei denen Beibnngsein- 
flüsBO etc. wesentlich sind; d. h. bei allen Aufgaben der irdischen Me- 
chanik; würde eine solche Genauigkeit der Rechnung in unschönem Mifs- 
yerhaltnis stehen zu der Genauigkeit der physikalischen Grundlagen. 
Hier ist es yielmehr angezeigt^ nicht nach quantitativer Durchrechnung, 
sondern nach qualitatiyem Verständnis der Erscheinungen zu streben, 
und wo man quantitativ vorgeht, von vornherein nicht mit beliebiger 
sondern mit begrenzter Genauigkeit zu rechnen. Und dies um so mehr, 
als die mit Beibungsgliedem behafteten Differentialgleichungen z. B. in 
der Kreiseltheorie reichlich kompliziert werden und, wie man gewöhn- 
lich sagen würde, „sich nicht integrieren lassend Dem gegenüber be- 
tonen wir den Grundsatz: man soU solche Gleichungen nicht inte- 
grieren; man soll sie interpretieren und konstruieren, wie wir dies im 
Folgenden versuchen werden. 

In den vorstehenden Erörterungen ist begründet, weshalb und in 
welchem Sinne wir die Beibungsprobleme beim Kreisel zu ausführ- 
licherer Behandlung bringen werden, als man es bisher gethan hat. 
Allerdings bleiben wir hinter dem Ziel, welches man erreichen möchte, 
zurück, weil wir uns bei dem Fehlen ausreichender experimenteller 
Grundlagen auf eine schematische Behandlung der Probleme beschränken 
müssen. ^ 

§ 2. Bexioht über die BeibungsgesetBO. 

unsere Kenntnis der Beibungsgesetze ist bekanntlich von Coulomb 
begründet. Wir gehen hier etwas näher darauf ein, weil die ein- 
schlägigen Fragen in den Kreisen der Theoretiker meist wenig be- 
kannt sind*). 

Coulomb fand, dafs an der Grenze zweier auf einander gleitender 
fester Körper eine Kraft auftritt, welche fttr jeden der beiden 
Körper seiner Bewegung relativ gegen den anderen entgegengerichtet 
imd proportional ist dem gesamten Normaldruck, mit dem die Körper 
gegeneinander gepre&t werden. Der Proportionalitätsfaktor heifst 
BeibungsJcorffment (oder, genauer gesagt, Reibungskoeffizient der Be- 
wegung). Dieser wird als Materialkonstante oder richtiger als eine 



*) Znr weiteren Orientierung verweisen wir auf das gerade in Eeibnngs- 
fragen sehr reichhaltige Lehrbuch von J. Perry, Applied Mechanics, New York 
1898, hin, das wir fSr diesen und den vorigen Paragraph mehrfach benutzt haben. 
Einen lehrreichen Bericht über die GesamtUterator der Reibung verdankt man 
F. Masi: Le nnove vedute nelle ricerche theoriche ed ezperimentali snll^ attrito. 
Bologna bei ZanicheUi 1897. 
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sowohl fOr das Material wie fOr die Oberfiächenbeschaffenlieit der beiden 
Körper charakteristische Konstante angesehen. Von der Geschwindigkeit 
des Gleitens soU also die Reibung und der Reibungskoeffizient unab- 
hängig seiu; desgl. von der Gröfse der Berührungsflache oder, was 
bei gleichem Gesamtdruck auf dasselbe herauskommt; von der Grö&e 
des spezifischen Druckes ; des Druckes auf die Flächeneinheit der Be- 
rührungsfläche. In Formeln heifst das Goulombsche Reibungsgesetz, 
wenn man mit ^ den Reibungskoeffizienten, mit N den gesamten 
Normaldruck, mit W die Grofse des Reibungswiderstandes bezeichnet: 

Wir wollen diese Aussage zunächst dahin beschranken, dafs sie 
nur für die trockene Beümng, nicht für die Reibung bei Anwesenheit 
eines Schmiermittels gelte. Femer haben wir an den bekannten Unter- 
schied zwischen der Reibung der Bewegung und der der Ruhe (dyna- 
mische und statische Reibung) zu erinnern. Wir erläutern die Reibung 
der Ruhe folgendermafsen: 

Wenn die treibende Kraft, welche die Bewegung des Versuchs- 
korper? gegen die. Unterlage, oder die relatiye Bewegung beider be- 
wirken soll, nicht ausreicht um die Reibung zu überwinden, werden 
wir der Reibung nur die Gh'öüse der treibenden Kraft selbst, der sie 
das Gleichgewicht hält, zuschreiben. Dies gut solange, bis die treibende 
Kraft einen Grenzwert überschreitet, bei dem Bewegung eintritt und 
der sich wieder proportional dem Normaldrucke N erweist. Der 
Proportionalitätsfaktor möge mit fi^ bezeichnet werden und heifst 
JReibungskoeffigient der Buhe. Das Reibungsgesetz für die Ruhe kann 
man daher in der Gleichung ausdrücken; 

Der Reibungskoeffizient der Ruhe ist meist beträchtlich gröljser 
als der der Bewegung. Diesen Umstand sowie das Reibungsgesetz 
überhaupt veranschaulicht ein schönes Experiment, welches 6. Herr- 
mann*) angegeben hat und welches jeder ohne weiteres wiederholen 
kann. 

Man lege einen Stock auf seine beiden, in gleicher Höhe aus- 
gestreckten Zeigefinger. Darauf nähere man die Finger einander. Auf 
welchem Finger wird der Stock zu gleiten beginnen? Auf demjenigen, 
der weiter Ton dem Schwerpunkt des Stockes absteht; denn die Normal- 
drücke N^y N^y mit denen der Stock auf beiden Fingern aufliegt, sind 
nach dem Hebelgesetze für jeden Finger proportional dem Abstand des 

*) Der Beibungswinkel, Festschrift zum JubiUlum der üniv. Würzburg, 1882. 
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Schwerpunktes Ton dem anderen Finger; bei dem weiter abstehenden 
Finger ist also der Normaldruck der kleinere; nach dem Reibungs- 
gesetz ist hier auch die Reibung^ welche dem Gleiten entgegenwirkt, 
kleiner wie bei dem anderen Finger; hier mufis also die Oleitung 
beginnen. 

Der Stock gleitet nun auf diesem Finger, nicht nur bis der Abstand 
dieses Fingers vom Schwerpunkt des Stockes gleich dem des anderen 
Fingers geworden ist, sondern noch etwas länger, wegen Hq > ^. 
Erst wenn sich die Schwerpunktsabstande der beiden Finger yerhalten 
wie fi : ftQ tritt ein Wechsel der Bewegung ein; der Stock ruht jetzt 
auf demjenigen Finger, auf dem er vorher glitt und b^innt auf dem 
anderen zu gleiten. Denn die Normaldrücke N auf beiden Fingern 
yerhalten sich umgekehrt wie die Schwerpunktsabstande, also in dem 
genannten Augenblicke wie jit^ : |it; die Reibung der Bewegung an dem 
einen Finger wird dann gleich der Reibung der Ruhe an dem anderen 
und, wenn das Gleiten in dem bisherigen Sinne andauern würde, sogar 
groüser als diese, was o£fenbar widersinnig ist. Dieses Spiel wird sich 
fortgesetzt wiederholen, wobei der Schwerpunktsabstand desjenigen 

Fingers, auf dem der Stock gleitet, sich jedesmal bis zum ~ten Teile 

des Schwerpunktsabstandes des anderen Fingers vermindert. Das Resultat 
ist, dais die Schwerpunktsabstande beider Finger sich wechselweise 
verkleinem und dals, wenn die Finger zusammengebracht sind, der 
Stock von ihnen in seinem Schwerpunkte unterstützt wird, also frei 
schwebt I 

Aufser der Yeranschaulichung der Reibungsgesetze gestattet das 
Experiment eine Messung des Verhältnisses ^ : ^. Es genügt hierzu, 
einige Umkehrpunkte der Bewegung auf dem Stocke zu markieren 
und ihre Abstände von dem Schwerpunkt zu messen. Das Verhältnis 
der Abstände zweier auf einander folgender XJmkehrpunkte liefert das 
gesuchte Verhältnis der Reibungskoeffizienten. Die Gesamtheit der 
ümkehrpunkte bildet auf beiden Seiten die Punktfolge einer geometri- 
schen Reihe. Wenn der Stock nicht zu kurz ist, wird die Messung 
verhältnismäfsig genau. 

Die Verschiedenheit der Werte von ^q und fi legt die Vermutung 
nahe, dafs ein stetiger Übergang zwischen dem zur Gleitgeschwindigkeit 
Null gehörigen Werte ^q und dem zu merklich gröfseren Geschwindig- 
keiten gehörigen Werte ^ stattfinden möge. Diese Vermutung wird 
durch Versuche von Jen k in und Ewing*) bestätigt. Bei Materialien 



•) London Philos. Transactionß Bd. 167 (1877), S. 609. 
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mit erheblich verschiedenen Reibungskoeffizienten ^^ und ^ konnte der 
stetige Übergang in der That nachgewiesen werden. 

Wenn wir also mit Coulomb die Unabhängigkeit des Reibungs- 
koeffizienten von der Geschwindigkeit behaupten wollen ; müssen wir 
hierbei zunächst das Gebiet sehr geringer Geschwindigkeiten aus- 
schliefisen. Wie bewährt sich nun diese Unabhängigkeit bei gröfseren 
Geschwindigkeiten ? 

Die alten Versuche des General Morin^ die in den Jahren 1831—1833 
in Metz angestellt wurden und die ein Geschwindigkeitsinteirall bis 

4 — umfassen, schienen die Unabhängigkeit zu bestätigen. Die Morin- 

sehen Yersuchsergebnisse bilden noch heute den eisernen Bestand der 
Zahlenangaben über Reibungskoeffizienten in den technischen Hand- 
büchern und den Lehrbüchern der Experimentalphysik. Eine grolse 
Zuverlässigkeit wird ihnen aber kaum zugeschrieben werden können, 
schon deshalb nicht, weil nach dem im vorigen Paragraph Gesagten 
solche Zahlenangaben in hohem MaTse von den Nebenumständen des 
Experimentes abhängen. 

Das Verhalten des Reibungskoeffizienten bei höherer Gleitge- 
schwindigkeit blieb jedenfalls eine offene Frage, die erst durch die Ent- 
wickelung des Eisenbahnwesens und der Bremsvorrichtungen aktuell 
wurde. Zwischen Bremsklotz und Radreifen haben wir eine richtige 
gleitende Reibung ohne Schmiermittel, während die Reibung zwischen 
Rad und Schiene, wenigstens beabsichtigtermalsen und in der Regel, 
rollende Reibung ist und nur in dem Ausnahmefalle gleitende Reibung 
wird, wo die Räder auf den Schienen schleifen. Über die Reibung 
zwischen Bremsklotz und Rad liegen vor allem Versuche von Douglas 
Gdlton*) vor, welche im gröfsten MaDsstabe mit Unterstützung der Firma 
Westinghouse auf verschiedenen englischen Linien ausgeführt wurden. Ein 
Versuchswagen von Galton enthielt eine ganze Reihe von Tachometern 
und Dynamometern. Die Tachometer lieferten die Umfangsgeschwindig- 
keit der Räder und die Fortbewegungsgeschwindigkeit des Wagens. 
Die Gleitgeschwindigkeit zwischen Rad und Bremsklotz ist gleich der 
ersten dieser Geschwindigkeit, die eventuelle Gleitgeschwindigkeit 
zwischen Rad und Schiene gleich der Differenz beider. Die Dynamo- 
meter malsen 1) den Bremsdruck, mit dem der Bremsklotz an das Rad 
geprefist wird, also diejenige Kraft, die fQr die Reibung zwischen Bremse 
und Rad als Normaldruck N wirkt; 2) den Reibungswiderstand W 

*) Institution of Mechanical Engineers Proceedings 1878, 1879, s. insbes. 1879, 
S. 172 oder Engineering 1879, S. 371 oder Reports of the British Association 
Publin) 1878. 
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zwischen Bremse und Rad; 3) den Widerstand gegen die Vorwärts- 
bew^nng des Zuges pro Achse, der sich aus Luftwiderstand, rollender 
Reibung an den Schienen u. s. w. zusammensetzt, der aber, wenn ein 
Gleiten auf den Schienen Platz greift, im wesentUchen den Reibungs- 
widerstand W dieses Gleitens darstellt. Alle diese Tacho- und Dynamo- 
meter arbeiteten selbstregistrierend und lieferten somit die fraglichen 
Geschwindigkeiten und Kräfte in ihrer zeitlichen Veiunderlichkeit. Auf 
die sehr interessanten Diagramme dieser Grö&en, die so erhalten wurden, 
kann hier nur hingewiesen werden. Wir müssen uns auf die aus ihnen 
zu ziehenden Folgerungen betr. die Veränderlichkeit des Reibungskoef- 
fizienten beschränken. Der Koeffizient der Reibung zwischen Brems- 
klotz und Rad ergiebt sich durch Diyision aus den gemessenen Kräften 
W und N, während der Koeffizient der Reibung zwischen Rad und 
Schiene aus der ebenfalls gemessenen Reibung W und dem auf das 
einzelne Rad entfallenden TeU des Wagengewichtes G folgt. 

Natürlich zeigten die zu gleichen Gleitgeschwindigkeiten bei ver- 
schiedenen Versuchen gehörenden Reibungskoeffizienten unter sich keine 
sehr weitgehende Übereinstimmung; ihre Gröfse hing sowohl vom 
Wetter und der dadurch bedingten Feuchtigkeit der gleitenden Ober- 
flächen, wie von deren Reinheit, wie auch namentlich von der Brems- 
dauer ab, durch welche offenbar eine Steigerung der Temperatur und 
damit eine Änderung der Oberfiächenbeschaffenheit bewirkt wird. Z. B. 
kam es vor, dafs nachdem der Bremsdruck 20 Sekunden gewirkt hatte, 
der Reibungskoeffizient auf die Hälfte seines ursprünglichen Wertes 
zurückgegangen war. Trotzdem zeigt das Mittel der erhaltenen Reibungs- 
koeffizienten aus sehr vielen (bis 100) Versuchen eine deutliche Ge- 
setzmäfsigkeity nämlich eine beständige Abnahme des Beibwngslcoeffizienten 
mit wachsender Geschwvndigkeü. Fig. 72 
giebt den Koeffizienten der Reibung 
zwischen Bremsklotz und Rad (Brems- 
klotz aus Gufseisen, Radreifen aus Stahl), ^ 
und zwar in der ausgezogenen Linie den < 
Mittelwert der Beobachtungen, in den 
punktierten die bei jeder Geschwindig- 
keit beobachteten Grofist- und Kleinst- , _ ,. ^^ 
werte. Der ganze Streifen zwischen diesen „. ,, 
Grenzlinien ist mit Beobachtungspimkten 

erfüllt zu denken, die sich nach der mittleren Linie hin verdichten. Man er- 
kennt zunächst wieder den unterschied zwischen dem Reibungskoeffizienten 
der Ruhe und dem bei beträchtlicher Bewegung. Weiter aber zeigt die 
Figur, dafs der Reibungskoeffizient bei der Geschwindigkeit 60 km/Stunde 
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= 16^7 m/s6C. = mittlerer Schnellzngsgeschwindigkeit weniger als die 
Hälfte, bei 90 km/Stunde =» 25 m/sec.» höchster zur Zeit in Deutschland 
zulassiger Fahrgeschwindigkeit nurmehr etwa ein Drittel des Reibungs- 
koeffizienten der Ruhe (0,33) beträgt Natürlich lieise sich die Ab- 
hängigkeit zwischen ^ und v unschwer auch durch eine oder die andere 
Formel ausdrücken. Wir sehen hiervon sowie Ton der Angabe von 
Zahlenwerten ab, weil die Figur alles wiedei^ebt, was ihrem Genauig- 
keitsgrade nach aus den Beobachtungen zu schlieüsen ist und weil jede 
zur Darstellung der Beobachtungen benützte Formel in hohem Mafse 
willkürlich wäre. — Über den Koeffizienten der gleitenden Reibung 
zwischen Rad und Schiene geben die (Mtonschen Versuche einen 
minder sicheren Aufschluls; soviel ist jedoch aus ihnen zweifellos zu 
erkennen, dafs auch dieser Koeffizient mit wachsender Geschwindigkeit 
von seinem Gh-öistwerte bei kleiner Geschwindigkeit kontinuierlich ab- 
nimmt. 

Ältere franzosische sowie neuere in Deutschland angestellte Ver- 
suche '*') lieferten im wesentlichen das gleiche Ei^ebnis. 

Übrigens aber ist zu beachten, dafs die Galton'schen Versuche sich 
auf ein sehr ausgedehntes Geschwindigkeitsintervall beziehen. Bei 
mäfsig veränderlicher Geschvnndigkeit ist auch die Veränderlichkeit 
des Reibungskoeffizienten nur gering; man hat z. B. fOr v =^2 bis 
6 m/sec. nach der Kurve der Galtonschen Mittelwerte etwa ft =» 0,27 
bis 0,23. Diese Unterschiede sind angesichts der allgemeinen Unsicher- 
heit der Reibungsziffem unbedenklich zu vernachlässigen. Die Cou- 
lombsche Annahme eines von der Geschwindigkeit unabhängigen Rei- 
bungskoeffizienten wird hierdurch für ein mäfsiges Geschwindigkeits- 
intervall in erster Annäherung bestätigt. Bei unserer Anwendung auf 
den Kreisel, bei dem Geschwindigkeiten von der Ordnung der Schnell- 
zugsgeschwindigkeiten nicht in Betracht kommen, werden wir hiemach 
den Reibungskoeffizienten mit Coulomb konstant setzen dürfen. 

Auch die in dem Coulombschen Gesetz ausgesprochene Unab- 
hängigkeit des Reibungskoeffizienten von der Gröfse der Berührungs- 
fläche bedarf der experimentellen Nachprüfung. Hiemach müiste bei 
der Bewegung eines Prismas von 10 cm* (Grundfläche und 4 cm Höhe 
auf einer ebenen Unterlage dieselbe Reibung zu überwinden sein, wie 
bei der Bewegung eines Prismas von 20 cm* Grundfläche und 2 cm 
Höhe, weil, gleiches Material vorausgesetzt, der Gesamtnormaldmck 
gegen die Unterlage, nämlich das Gewicht des Prismas, beidemal gleich 

*) Vgl. Organ der Fortschr. des Eisenbahnwesens 1889, S. 114. Der Brems- 
klotz bestand hierbei aus Stahlgafs. Die Versuche wurden nicht auf der Strecke, 
sondern in einer Werkstatt angestellt. 
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ist^ während sich die Normaldrücke pro Flächeneinheit in beiden Fällen 
wie 2 : 1 verhalten. Es scheint*), dafs sich diese Folgerung in der 
Er&hrong gat bestätigt, sofern nicht durch sehr starke spezifische 
Pressungen merkliche Deformationen der Unterlage hervorgerufen 
werden. — 

Bekanntlich ist auch der Vorgang des Abrollens zweier Oberflächen 
aufeinander, der sich (scheinbar) ohne Gleitung vollzieht, iirenji auch 
in geringerem Grade mit Energieverlusten verbunden. Das Gesetz der 
rollenden Beibung, welches man üblicher Weise bei der Berechnung 
dieser Energieverluste zu Grunde legt, wurde ebenfalls von Coulomb 
aufgestellt. Hierbei ist es zweckmäfsig, nicht von einer reibenden 
Einzdhraft, wie bei der Gleitung zu sprechen, sondern von einem 
Reibungsmomente, welches von dem zur Abrollung aufgewandten Dreh- 
moment in jedem Augenblicke zu überwinden ist. Bezeichnet wiederum 
N den gesamten Normaldruck an der Berührungsstelle zwischen der 
Unterlage und der „Bolle^^, M das Beibungsmoment, so setzt man 

V heifst dabei Koeffijdent der rollenden Beibung; wie die Gleichung 
zeigt, ist er keine reine Zahl wie der Koeffizient der gleitenden Reibung, 
sondern von der Dimension einer Länge. Auch dieser Koeffizient wird 
als Material- bezw. als Oberflächenkonstante angesehen. Will man M 
durch eine in der Oberfläche thätige reibende Einzelkraft W ersetzen, 
so hat man die letztere gleich Mjr zu setzen, wenn r den Radius der 
Rolle oder bei nicht kreisförmigem UmriTs derselben den Krümmungs- 
radius an der betr. Stelle der UmrlTslinie bedeutet; diese Einzelkraft 
W ist also dem Normaldruck direkt und dem Radius umgekehrt pro- 
portional 

Über den Mechanismus der rollenden Reibung giebt eine schöne 
Arbeit von 0. Reynolds**) einigen Aufschlufs. Reynolds weist nach, 
dafs mit der Abrollung infolge elastischer Deformationen stets eine ge- 
wisse Gleitung verbunden ist. 

Nimmt man zur Vereinfachung der Anschauung an, dafs die Unter- 
lage wesentlich weicher ist, wie die Rolle (Unterlage aus Blautschuck, 
RoUe aus Eisen), so kann man von der Deformation der Rolle absehen 
und hat nur die der Unterlage zu betrachten. Letztere wird aus einer 
muldenförmigen Einsenkung bestehen, so zwar dafs in der Mitte der 
Einsenkung die Unterlage gedehnt, nach den Seiten hin aufgestaucht 

*) Perry 1. c. pag. 67. 

♦^ On rolling Friction, London Philos. Transactions Vol. 166, Part I (1876) 
und Ges. Werke Bd. I, S. 110. 
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und zasammengeprefist ist. Die Berüknmg findet alsdann nicht mehr 
in einem geometrischen Punkt statt^ sondern in der Oberfläche der 
MuldC; deren Mittelpunkt wir als mittleren Berührungspunkt (P) be- 
zeichnen. In der beistehen- 
i den Figur sind eine Anzahl 

Ton Punkten auf Rolle und 
Unterlage markiert Die 
Punkte auf der RoUe sind 
aquidistant; die auf der 
i Unterlage waren es vor der 

' Deformation, sie zeigen abo 

in ihren wechselnden Ab- 
ständen schematisch den Sinn der eingetretenen Formänderung an. Die 
mit gleichen Ziffern versehenen Punkte sind bei fortschreitendem Ab- 
rollungsprozeüs bestimmt, als mittlere Berührungspunkte der Reihe nach 
mit einander zusammenzufallen^ was durch die mit dem Fortschreiten 
der Rolle verbundene Dehnung der Unterlage an der mittleren Be- 
rührungsstelle ermöglicht wird. In dem augenblicklichen Stadium fallen 
diese Punkte aber nicht zusammen. Es mufs daher beispielsweise der 
Punkt 4 von dem augenblicklichen Stadium bis zu demjenigen^ wo er 
zum mittleren Berührungspunkte geworden ist^ um dasjenige Stückchen 
auf dem Rollenumfange entlang gleiten, um welches die beiden Punkte 
4 in der Figur abstehen. Das gleiche gilt für jeden Punkt der Be- 
rührungsfläche. In dieser findet also in der That eine gewisse gleitende 
Reibung statt. 

Der gesamte Energieverlust der rollenden Reibung wird sich zum 
Teil aus dem mit dieser gleitenden Reibung verbundenen Energiever- 
lust, zum Teil aus der zur elastischen Deformation erforderlichen Ar- 
beit zusammensetzen, insoweit nämlich die letztere in nicht umkehr- 
barer Form auftritt. 

Dafs die in Fig. 73 dargelegte Vorstellung zutreffend ist, konnte 
Reynolds folgendermafsen experimentell nachweisen. Man bemerkt, 
dafs unter den oben vorausgesetzten Verhältnissen die Rolle ihren Um- 
fang nicht auf der natürlichen Oberfläche der Unterlage, sondern auf 
der bei P gedehnten abwickelt. Mifst man den Weg, den die Rolle 
nach einer Umdrehung zurückgelegt hat, auf der in ihre natürlichen 
Längenverhältnisse zurückgekehrten Unterlage, so wird sich derselbe 
etwas kürzer ergeben müssen als der Umfang der Rolle. Dies hat 
Reynolds in der That experimentell nachgewiesen für den Fall, dafs die 
Rolle härter ist wie die Unterlage. Das umgekehrte mufs stattfinden 
und findet nach Reynolds statt, wenn die Unterlage erheblich härter ist 
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als die Rolle. Sind beide aus gleichem Material, so ist der auf der 
Unterlage gemessene Weg wieder etwas kürzer wie der Umfang der 
Rolle, wovon die obige Überlegung bei näherem Eingeben ebenfalls 
Rechenschaft ablegen würde. 

Bis zur genauen Messung der Gröise des ä^ibungswiderstandes 
und zur Nachprüfung des Coulombschen Ansatzes ist die Reynolds'sche 
Untersuchung nicht durchgeführt. Dafis dieser einfache Ansatz der 
Wirklichkeit sehr genau entspricht, ist bei der komplizierten Natur des 
Vorganges nicht gerade wahrscheinlicL — 

Neben der gleitenden und rollenden Reibung spricht man drittens 
noch von der bohrenden Beibung, und zwar da, wo sich auf einem 
Körper ein anderer um die Normale im Berührungspunkte beider dreht. 
Da in diesem Falle die Berührung als punktförmig und der Berüh- 
rungspunkt als Punkt der Drehaxe vorausgesetzt wird, findet theoretisch 
ein Gleiten beider Körper gegeneinander nicht statt. Dieser Umstand 
hat zur Einführung der besonderen Bezeichnung „bohrende Reibung'^ 
Veranlassung gegeben. Indessen führt sich der Vorgang sofort auf 
den der gleitenden Reibung zurück, wenn man nur eine etwas aas- 
gedehnte Berührung der Körper annimmt. Man kann dann von einem 
mittleren Radius a der Berührungsfläche sprechen und wird die rings 
um die Drehaxe verteilten Kräfte der gleitenden Reibung auf diesen 
mittleren Abstand a reduzieren dürfen. Sie setzen sich offenbar zu 
einem Drehmoment um die Normale zur Berührungsfläche zusammen, 
dessen Gröfse sich aus dem Gesetz der gleitenden Reibung berechnet zu 

Der Proportionalitätsfaktor ft' kann als Koeffizient der bohrenden iteibung 
bezeichnet werden, er hat die Dimension einer Länge und hängt aufser 
von dem Material und der Oberflächenbeschafifenheit auch von der Aus- 
dehnung der Berührungsfläche ab. Natürlich soll durch die Gleichung 
|it' =r |ita nicht behauptet werden, dals sich der Koefüzient der bohren- 
den Reibung aus dem der gleitenden Reibung vorausbestimmen liefse, 
wenn man die Gröfse der Berührungsfläche messen könnte. Vielmehr 
soll diese Gleichung nur einen Anhalt für die Bedeutung des Koeffi- 
zienten fi' und für das ungefähre Gröfsenverhältnis der bohrenden und 
gleitenden Reibung liefern, einen Anhalt, der ims im nächsten Para- 
graph von Nutzen sein wird. 

Ausdrücklich haben wir uns in diesem Bericht auf die trockene 
Beibung beschränkt, trotzdem ja die Reibung unter Anwendimg von 
Schmiermitteln für die Praxis das weit überwiegende Interesse hat. Man 
ist heutzutage zu der Einsicht gekommen, dafs die letztere ganz anderen 
G^esetzen gehorcht, dafs sie nämlich auf den Gesetzen der inneren 

Klein-Sommerfeld, Kreiselbewegnng. 85 
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Reibung zäher Flüssigkeiten beruht, während die ältere technische 
Litteratur sie nach dem Goulombschen Schema der trockenen Reibung 
behandelt. Wir können heute (mit Petroff und Reynolds) von einer 
hydrodynamischen Theorie der Schmierung sprechen, einer Theorie, die 
durch rationell angestellte Versuche soweit bestätigt wird, als man es 
nach der Schwierigkeit des Gegenstandes erwarten kann*). Das wirk- 
liche physikalische Verständnis der Schmiermittelreibung ist auf diesem 
Wege wesentlich gefordert. Wird es möglich sein, so möchten wir 
zum Schlufs fragen, auch die trockene Reibung unserem physikalischen 
Verständnis naher zu bringen, indem wir die zwischen den reibenden 
Oberflächen verbleibende Luftschicht als eine Art Schmiermittel auf- 
fassen und auf sie die Reibungsgesetze der kinetischen Ghistheorie an- 
wenden? und femer: Wieweit ist mit Reibung stets auch Abreibung 
der Oberflächen verbunden? 

§ 3. Qualitatives über die gleitende und bohrende Beibung beim 

Kreisel. 

Um den EinfluTs der Reibung beim Kreisel mit festem Stützpunkte 
zu studieren, haben wir zunächst zuzusehen, unter welchen umständen 
hier die Reibung zustande kommt. Das Bild, welches wir uns von 
diesen Umständen machen werden, ist freilich ein sehr schematisches 
und idealisiertes und dürfte von Fall zu Fall je nach den besonderen 
Verhältnissen der jedesmaligen Vorrichtung erheblich von der Wirk- 
lichkeit abweichen. 

Betrachten wir z. B. die beiden Apparate, welche pag. 1 und 2 ab- 
gebildet sind. Wenn wir von der Reibung ganz absehen dürften, würde 
die Bewegung beider Apparate, sofern wir bei Nr. 2 die Masse der Ringe 
gegenüber der Masse des inneren Schwungkörpers vernachlässigen, nach 
genau denselben Gesetzen erfolgen. In Hinsicht auf die Reibung aber 
verhalten sie sich ganz verschieden. 

Bei dem Apparat von pag. 2 treten Reibungskräfte in den Punkten der 
drei Lager auf, welche die Axe des äufseren, des inneren Ringes und des 
Schwxmgrades tragen. Wir haben es hier im Sinne des vorigen Para- 
graphen mit Flüssigkeitsreibimg zu thun, wenn die Lager hinreichend 
geschmiert sind. Jedenfalls wird die Reibungswirkung in einem Dreh- 
momente bestehen, welches um jede der drei Axen der augenblicklichen 
Rotation entgegenarbeitet. Da die Bewegung um jene drei Axen gerade 



•) Vgl. hierzu den oben zit. Bericht von Masi. Wir verweisen femer auf 
die durch Berücksichtigung aller einschlägigen technischen Gesichtspunkte ausge- 
zeichneten Versuche von B. Stribeck: Die wesentlichen Eigenschaften der Gleit- 
und Bollenlager. Ztschr. des Vereins deutscher Ingenieure 1902, Nr. 86, 88 und 89. 
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durch die Enlerschen Winkel ^, %, tp gegeben wird, so würde in den 
Lagrangeschen Gleichungen fOr diese Winkel je ein Zusatzglied auf- 
treten, welches das Reibungsmoment für die fragliche Axe bedeutet. 
Wir gedenken darauf nicht weiter einzugehen, sondern beschranken 
uns auf das Modell von pag. 1. Hier müssen wir zunächst die Gestalt 
des unteren Endes der Figurenaxe und die Gestalt der Pfanne, welche 
jene tragt, ins Auge fassen. Wir wollen annehmen, die Figurenaxe sei 
unten higdformig abgerundet und die Pfannenoberfläche sei ein Kreis- 
Jcegel; die Oberflächen seien trocken und nicht elastisch nachgiebig. 





Fig. 74 a 



Fig. 74b. 



Die Berührung zwischen Kugel imd Eegel findet dann allemal in einem 
festen horizontalen Kreise statt. Die Kugel verschiebt sich bei aUen 
Bewegungen der Figurenaxe in sich. Ihr Mittelpunkt bleibt also im 
Räume genau fest. In diesem MiUelpunkte haben wir den als ruhend 
vorausgesetzten Ptmkt des Kreisels vor uns. 

In dem Modell von pag. 1 ist der Kegel, der die Pfanne begrenzt, 
sehr flach; für die theoretische Berechnung der Reibung wird es be- 
quem ja sogar unumgänglich sein, ihn als absolut flach vorauszusetzen, 
also den Kegel in eine Ebene ausarten zu lassen. Der kleine Kreis, in 
dem die Kugel den flachen Kegel berühren würde, schrumpft dann in 
einen Punkt zusammen, der stets genau senkrecht unter dem Kugel- 
mittelpunkt liegt. Der Begriff „Stützpunkt*^ zerlegt sich so in zwei 
Begriffe: Fester Punkt =- Mittelpunkt der Kugd und Berührungspunkt 
P = Grenze des eben genannten kleinen Berührungskreises, 

Freilich dürfen wir uns nicht verhehlen, dafs wir uns auf diese 
Weise von den wirklichen Bedingungen unseres Problemes entscheidend 
entfernen, dafs wir nach dem Grenzübergange nicht mehr den Kreisel 
mit festem Punkte sondern genau genommen den auf der Unterlage 

85* 
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trei beweglichen Kreisel vor uns haben und dafs die Befestigung des 
Punktes in dem Mafse in Fortfall kommt; als wir den Eegel flacher 
werden lassen. Es geht hier wie so oft in den Anwendungen ^ dafs 
ein (Grenzübergang mathematisch bequem aber physikalisch widersinnig 
ist (man denke an den Übergang von molekularen zu unendlich kleinen 
Dimensionen in der gesamten theoretischen Physik) und dafs man nach 
den Bedingungen der Aufgabe nur his in die Nahe der Grenze, nicht 
bis SSV/r Grenze selbst gehen dürfte. In allen solchen Fällen wird die 
stillschweigende Voraussetzung gemacht, dafs die mathematische Be- 
handlung des Gh-enzfalles nicht wesentlich von dem Falle der Wirk- 
lichkeit abweicht, eine Voraussetzung, die durch die Resultate der 
Behandlung in der Regel bestätigt wird. Die entsprechende Voraus- 
setzung wollen wir hier ausdrücklich hervorheben: Wir nehmen an, 
dafs seitliche Bewegungen des Punktes durch geeignete mechanische 
Vorrichtungen an der Unterlage ausgeschlossen werden, dafs wir aber 
im Übrigen die Reibimgswirkung ohne erheblichen Fehler so berechnen 
dürfen, als ob die Unterlage eine Ebene wäre. 

Der Übergang von dem ursprünglichen BerührungsAr^i^ zu dem 
nunmehrigen BeiÜhrxmgspunkte ist deshalb geboten, weil wir sonst in 
endlose Weiterungen betr. die elastischen Deformationen an der Be- 
rührungsstelle verfallen würden. Wollten wir nämlich mit dem Be- 
rühmngskreise operieren, so müfsten wir, um die Reibung bestinmien 
zu können, zunächst feststellen, wie sich der Gegendruck der Pfanne 
auf den Kreisel über den Umfang des Berührungskreises verteilt. Dies 
ist aber eine der vielen und wichtigen Fragen, die vom Standpunkte 
der Mechanik starrer Körper unbestimmt bleiben und zu deren Beant- 
wortung die Elastizitätstheorie herangezogen werden mülste. All- 
gemein lassen sich bekanntlich, wo es sich um die Lagerung eines 
Körpers handelt, nur sechs Auflagerunbekannte aus den sechs Gleich- 
gewichtsbedingungen der gewöhnlichen Statik im Räume bestimmen. 
Kommen deren mehr vor, so bleiben die übrigen staMsch unbestimmt 
Bei unserem Berührungskreise haben wir aber unendlich viele Auf- 
lagerunbekannte, weil der Auflagerdruck in jedem Elemente unseres 
Berührungskreises nach Gröfse und Richtung unbekannt ist Die 
Frage gehört also in das Gebiet der Elastizität. Müssen wir aber 
erst einmal die elastischen Deformationen in Rechnung setzen, so müssen 
wir auch berücksichtigen, dafs der BerührungsAreis wegen der elastischen 
Abplattung der Oberflächen thatsächlich in eine Berührungs/IöcA« über- 
gehen wird. Die Gröfse dieser Fläche und die Formänderungen unserer 
Kegel- und Kugeloberfläche müfsten auf elastischem Wege ermittelt 
werden. Erst, wenn dies geschehen, könnten wir die Verteilung des 
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Gegendruckes und die Oröfse der Reibung angeben. Die auTserordent- 
liehen Schwierigkeiten^ welche sich hieraus ergeben^ umgehen wir eben 
durch unsere Annahme einer absolut flachen Pfanne und einer punkt- 
förmigen Berührung. 

unter dieser Annahme ergiebt sich der Gegendruck der Pfanne 
oder die Reaktion R derselben in yertikaler^ d. h. zur Pfanne normalen 
Richtung durch die einfache Betrachtung, die wir pag. 515 fCLr den 
auf der Horizontalebene beweglichen Kreisel anstellten. Aus dem 
Impulssatze folgt nämlich hier wie dort 

(1) R^M(ß + zl, 

unter g die vertikale Koordinate des Schwerpunktes in dem Tom Be- 
zugspunkte auslaufenden festen rry;?- Koordinatensystem verstanden 
(ygL Fig. 74b). 

Bezüglich des Vorzeichens von R ist Folgendes zu beachten: Die 
Pfanne kann vermöge ihrer Festigkeit zwar, wenn es nötig ist, einen 
aufserordentUch hohen positiven Gegendruck hergeben, (unter positiv 
die Richtung von unten nach oben verstanden), aber nicht den ge- 
ringsten negativen. Sobald sich ein solcher im Verlauf einer be- 
stimmten Bewegung aus (1) berechnet, würde die Pfanne nicht aus- 
reichen, um die Ruhe des Punktes zu sichern: der Kreisel würde 
bei verschwindendem R die Pfanne verlassen und sein unteres Ende 
in die Höhe schnellen. Von nun ab bewegt er sich nicht mehr wie 
der Kreisel mit festem Stützpunkt, sondern beschreibt eine Poinsot- 
bewegung im freien Räume um seinen Schwerpunkt, während sich 
der Schwerpunkt selbst den Fallgesetzen gemäCs bewegt. Wir wollen 
solche Bewegungen von der Betrachtung ausschliefsen, also annehmen, 
dafs dauernd 

9 + 0">O 

ist Es steht mit dieser Annahme im Einklang, wenn wir späterhin 
sogar voraussetzen werden, dafs die Schwerpunktsbeschleunigung /' 
dauernd sehr klein ist gegen die Fallbeschleunigung g, so dafs wir 
den Gegendruck R auf seinen „statischen^^ Bestandteil 

(2) R = Mg = dem Kreiselgewichte 

reduzieren und von dem „dynamischen Bestandteil" M/' absehen können. 
Dies ist eine Vernachlässigung (Vernachlässigung I), die wir im Interesse 
der Durchführbarkeit des Reibungsproblemes machen; die Gültigkeit 
unserer Resultate wird dadurch auf eine Klasse von Bewegungen be- 
schränkt, die wir als „Präcessions- ähnliche" bezeichnen können. (Bei 
der regulären Präcession ist ja xr » const., also jet'" » 0; Präcessions- 
ähnlich kann daher eine Bew^ung genannt werden, wenn /' niemals 
von Null sehr verschiedene Werte annimmt.) 
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Zugleich mit B ist auch die Reibung im Berührungspunkte P 
bekannt. Wir unterscheiden dabei zunächst gleitende und bohrende 
Reibung, bemerken aber, dafs die gesonderte Berechnung beider zu 
Bedenken Anlafs giebt, die im § 6 besprochen werden sollen. Für das 
Folgende kommen diese Bedenken nicht in Betracht, da, wie wir sehen 
werden, bei einigermafsen beträchtlicher Neigung der Figurenaxe die 
bohrende Reibung gegenüber der gleitenden Reibung vernachlässigt 
werden kann. 

Die gleitende Reibung ist eine im Berührungspunkte P angreifende 
Einzelkraft von der Ghröfse 
(3) W=i,R, 

deren Richtung horizontal ist und, ebenso wie die Bew^ungsrichtung 
von P, auf der augenblicklichen Rotationsaxe OB senkrecht steht 

(vgl. Fig. 75). Für den Bezugspunkt 

ergiebt sich hieraus eine Drehkraft von der 

Gröfse 

(4) M, = Q(iB, 

wo Q den Hebelarm von W in Bezug auf 
0, d. i. den Radius OP der begrenzenden 
Kugel bedeutet. Die Axe dieser Dreh- 
kraft stimmt mit der Richtung der Hori- 
zontalkomponente des Drehungsvektors 
überein. 

Die bohrende Reibung berechnen wir 
durch ihr Moment M^, welches die Verti- 
kale OP zur Axe hat und dem Sinne 

nach der Yertikalkomponente des Drehungsvektors entgegengesetzt ist. 

Der Gröfse nach ist (vgl. den vorigen Paragraph) 

(5) M^ = ii'B « fiaB. 

Wir wünschen uns ein Urteil darüber zu bilden, wann der eine und 
wann der andere Reibungseinflufs überwiegen wird. Zu dem Zwecke 
berechnen wir die zugehörigen Arbeitsverluste dStj und d^ während 
eines Zeitintervalles dt Bedeutet Q die Gröfse der augenblicklichen 
Rotationsgeschwindigkeit, a den Winkel zwischen der Vertikalen und 
dem Rotationsvektor OB, also Q sin a die Horizontal-, Q cos a die 
Vertikalkomponente des Drehungsvektors, so wird 

(6) d%i^-M^QBmadt, d^ M^Qcosadt 

und 

d%x : d% == (> sin « : a cos « = p tg « : a. 




Fig. 76. 
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Die Grofse a^ welche im yorigen Paragraph als mittlerer Radius der 
Berührungsfläche gedeutet wurde^ können wir entsprechend der Ent- 
stehnngsweise unseres Berührongspunktes P aus dem ursprünglichen 
Berührungskreise als Radius dieses letzteren ansprechen. Die Gröfse 
gtga andrerseits bedeutet (ygl. Fig. 75) den Abstand des Berührungs- 
punktes P Ton dem Durchstofsungspunkte Q der augenblicklichen 
Rotationsaxe mit der horizontalen Pfannenoberfläche. Unsere yor- 
stehende Proportion besagt daher^ dafs die Arbeit der gleitenden 
Reibung kleiner oder grolser wie die der bohrenden Reibung ist^ je 
nachdem die augenblickliche Rotationsaxe den Berührungskreis durch- 
setzt oder nicht. Lassen wir den Berührungskreis nahezu in einen Pimkt 
zusammenschrumpfen, so folgt; dafs nur bei nahezu yertikaler Lage 
der Rotationsaxe die bohrende Reibung neben der gleitenden in Be- 
tracht kommt; dafs dagegen bei merklich nicht yertikaler Rotationsaxe 
die gleitende Reibung erheblich mehr Arbeit absorbiert und daher er- 
heblich gröfseren Einflufe auf den Bewegungsyerlauf hat. Hieraus 
leiten wir die Berechtigung ab, im Folgenden die bohrende Beibung im 
Allgemeinen gegenüber der gleitenden Beibtmg zu vemcuMässigen (Ver- 
nacUissigimg U). Da bei den zu betrachtenden Bewegungen die 
Figurenaxe nahezu der Rotationsaxe folgt, so wird die genannte Ver- 
nachlässigung solange zulässig seiu; cds die Figwrenaoce nickt merUich 
vertikal steht. 

Wir wollen die Arbeit der gleitenden Reibung sogleich noch auf 
eine zweite Weise ausdrücken, immlich durch die Euler'schen Winkel 
9, ^, d'. Wir lösen zu dem Ende den Rotationsyektor Q in seine 
drei Komponenten 9', ^', -ö*' nach der Figuren- 
axe, der Vertikalen und der Knotenlinie auf. 
Projizieren wir alsdann den aus den drei 
Seiten (p\ ^\ ^' gebildeten Linienzug auf 
die Horizontalebene durch 0, so ergiebt sich 
die Horizontalkomponente des Rotations- 
yektors. Dieselbe wird nach Fig. 76: 

Q sin a = V-^'» + 9'* sin*"^. 
Nach (4) und (6) ergiebt sich daher 
(7) d«i = - QiiRy^'^ + 9'» ^m^^dt. 
Durch eine kleine formale Umänderung 
können wir diesen Ausdruck als lineare 
Funktion der Koordinatenänderungen d%j dy, d^ schreiben, wie wir 
ihn zum Ansatz der Lagrange'schen Gleichungen brauchen werden. 
Wir setzen nämlich (7) so um: 




Flg. 76. 
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(8) d%, ^^R(—^dL=- + rj^^^^)' 

^^ *n ^r yy^rTf^r^^i^ ^ yw^+Y* Bin*» J 

Die Koeffizienten Ton dd', dfp, dtlf in diesem Aosdruck nennen wir 
(ygL z. B. pag. 78) die „Komponenten der gleitenden Reibung im Sinne 
der Koordinaten d', <p, ^" und sclireiben: 

Bezüglich der Ghrofse^ dieser Reibungskomponenten werden wir uns 
ebenfalls eine üngenauigkeit zu Schulden kommen lassen (Vernach- 
lässigung in). Bei den wichtigsten Kreiselbewegungen fallt der Rota- 
tionsvektor immer nahezu mit der Figurenaxe zusammen. Es wird 
also die Komponente 9' des Rotationsyektors nach der Figurenaxe 
erheblich gröfser wie die Komponente -Ö*' nach der Knotenlinie. Bei 
der regulären Pracession wird sogar unter Absehxmg Ton der Reibung 
'&' genau gleich Null. Indem wir also festsetzen ^ dafs in den ÄfAS- 
drücken der Beibungsarheit und der Beibungshräfie -Ö*' gegen tp gestrichen 
werden soU, beschränken wir unsere Betrachtung abermals auf die 
,^räcessions- ähnlichen Bewegungen". 

In diesem Sinne schreiben wir (7) und (9) 

I d^ — T Q(iE(p' sin ^dt, 
^ ^ \ 01 = T (>f*i? sin ^, Yj = ei = 0. 

Einer Erläuterung bedarf hierbei noch das doppelte Vorzeichen in (10). 
Es ist klar; dafs die Quadratwurzel in Gl. (7) stets mit dem positiyen 
Zeichen zu rechnen ist^ da die Reibungsarbeit stets negatiy ist. Dasselbe 
gilt Ton den Quadratwurzeln in öl. (8) und (9). Entwickeln wir diese 
Wurzebi nach ^'/fp', so haben wir sie in erster Näherung gleich 
|9'sin'9-|; d. h. gleich '±q)'Bmd' zu setzen ^ je nachdem 9 selbst po- 
sitiv oder negativ ist. Dies gilt insbesondere auch für den Wert von 
<t>i, in dem wir den Nenner j^^^sin^d'! gegen Faktoren des Zählers 
y'sin'-ö' gehoben haben. Das obere Vorzeich^i in den Gl. (10) ist 
also in denjenigen Fällen zu wählen^ wo der Kreisel um die Figuren- 
axe im Sinne des Uhrzeigers rotiert ((p'>0, Fig. 77a), das untere im 
entgegengesetzten Falle ((p* <0, Fig. 77b). 

Wir haben jetzt alle Vorbereitungen zur angenäherten Losung des 
Reibungsproblemes getroffen, die uns im nächsten Paragraphen be- 
schäftigen soll. Namentlich werden wir uns dabei von der aus der 
Beobachtung wohlbekannten Thatsache Rechenschaft zu geben haben, 
dals die Figurenaxe des Kreisels durch die gleitende Reibung im Mittel 
langsam aufgerichtet wird. 
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Es wird aber gut sein; eben diese Tbatsacbe schon yorber auf 
einem wenn auch sehr ungenauen Wege plausibel zu machen^ der uns 
die Wirkung der Reibung rein anschaulich zu yerfolgen erlaubt 

Wir nehmen an^ der Kreisel befinde sich in schneller Rotation 
und die Rotationsaxe Ü3le nahezu mit der Figurenaxe zusammen. Ein 
gleiches gilt dann auch yon der Impulsaxe^ deren Lage sich ja aus 
der Lage yon Figurenaxe und Rotationsaxe bestimmt. Wir haben abo 
zur Yersinnlichung des Lnpulses yon aus einen sehr langen Vektor OJ 
abzutragen; und zwar ungefähr in der Richtung der positiyen Figuren- 
axC; d. h. nach oben hin^ oder in der ungefähren Richtung der negatiyen 
Figurenaxe; d. h. nach unten hin yerlaufend; je nachdem die Rotation 
des Kreisels im Sinne des Uhrzeigers oder im entgegengesetzten Sinne 
um die positiye Figurenaxe erfolgt. Die Rotation selbst wird durch 
einen Vektor OB dargestellt; welcher annähernd ebenso wie der Lnpuls 
gerichtet ist; also das eine Mal nach obeU; das andere Mal nach 
unten. Den ersten Fall steUt Fig. 77a; den zweiten 77b dar. Der 
Einflulis der gleitenden Reibung auf die Kreiselbewegung äulaert sich; 
wie wir saheU; in dem Auftreten eines Momentes M^, welches dieselbe 
Axe wie die Horizontalkomponente des Rotationsyektors und den ent- 
gegengesetzten Sinn hat. Tragen wir also die Horizontalkomponente 
OH des Rotationsyektors in unseren beiden Figuren eiu; so ist da- 
durch der Sinn des Reibungsmomentes bestimmt. Der fragliche Pfeil; 
welcher M^ darstellt; muls in Fig. 77a yon rechts nach linkS; in 77b 
yon links nach rechts yerlaufen. 





Fig. 77». 



Pig.77b. 



Nach den fundamentalen Eigenschaften des Lnpulsyektors setzt 
sich nun dieser in jedem Zeitteilchen dt mit dem Zusatzimpuls der 
äufseren Kräfte zusammen. Soweit letzterer yon der gleitenden Reibung 
herrührt; ist er gleich M^dt] das Resultat seiner Zusammensetzung 
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mit dem Impulsvektor OJ ist in den beiden Figuren angedeutet. In 
beiden Fällen bestellt die Wirkung des Zusatzimpulses darin, dafe die 
Horizontalkomponente des Gesamtimpulses etwas verkleinert wird, die 
Vertikalkomponente ungeändert bleibt. Der Gröfse nach wird also der 
Impuls etwas geschwächt, der Bichtimg nach etwas mehr vertikal gestellt. 
Sein EndpunJct wandert dabei in der durch den Endpunkt des Anfa^s- 
Impulses gelegten Horizontalebene von J nach Jj. 

Der Einflufs der Reibung auf die Richtungsänderung des Impuls- 
vektors wird offenbar um so geringer sein, je gröiser die jeweilige 
Länge des Impulsvektors ist; denn die Hinzuf&gung der kleinen Strecke 
JJ^y welche nur von der Gröfse des Gegendruckes ü, vom Reibungs- 
koeffizienten fi, dem Eugelradius q und dem Zeitelement dt abhängt, 
macht gegenüber einem langen Vektor OJ weniger aus wie gegenüber 
einem kürzeren. Die UnUagerung des Impulsvektors erfolgt also um so 
langsamer, je stärker der Anfaitgsvmpuls war oder je schneller der Kreisel 
ursprünglich rotierte. 

Natürlich wird der Impulsvektor OJ gleichzeitig auch durch die 
Einwirkung der Schwere abgeändert. Aus diesem Grunde verschiebt 
sich der Endpunkt des Impulses in jedem Augenblicke im Sinne der 
Axe des Schweremomentes, d. h. im Sinne der Enotenlinie. Da aber 
die Enotenlinie auf der Figurenaxe genau und auf der Impulsaxe an- 
genähert senkrecht steht, solange unsere Voraussetzung des angenäherten 
Zusammenfallens von Figuren- und Impulsaxe zutrifft, bringt die Schwere- 
wirkung angenähert keine Änderung in der Gröfse und Neigung des 
Impulsvektors gegen die Vertikale hervor. Da überdies die Knoten- 
linie auf der Vertikalen genau senkrecht steht, tritt der Impuls -End-. 
pimkt auch wegen der Schwerewirkung nicht aus der genannten festen 
Horizontalebene heraus. Unsere obigen Behauptungen bezüglich der 
Grölsen- imd Lagenänderungen des Impulses bleiben also auch bei 
Berücksichtigung der Schwerewirkung bestehen. Man bemerke ins- 
besondere, dafs der Sinn des Schweremomentes, welches von der Lage 
des Schwerpunktes auf der Figurenaxe abhängt, für unsere Überlegung 
belanglos ist. Der Impulsvektor toird also je länger je mehr durch die 
Beibung aufgerichtet, gleichviel ob der Schwerpunkt oberhalb oder unterhalb 
des UnterstützuThgspunktes liegt. 

Wir möchten nun aber zeigen — und erst mit diesem Nachweis 
erreichen wir unsem eigentlichen Zielpunkt — , dafs sich ebenso wie 
die Impulsaxe auch die Figurenaxe des Kreisels verhält. 

Zu dem Ende Sem^rken wir, dais zunächst die BotaMonsaxe bei 
dem Kugelkreisel genau, bei dem symmetrischen Kreisel angenähert 
der Lage der Impulsaxe folgen wird. Die Figurenaxe andrerseits wird 
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fortgesetzt um die jeweilige Rotationsaxe auf einem Eegel umgedreht. 
Und zwar geht hei hinreichend starkem Eigenimpuls diese Umdrehung 
viel schneller vor sich, wie der Wechsel der Rotationsaxe selbst, der- 
art, dafs während einer vollen Umdrehung der Figurenaxe sich die 
Rotationsaxe nur wenig verschoben hat. In der That wird die Be- 
wegung der Impulsaxe und daher auch die der Rotationsaxe um so 
langsamer, je gröfser der dem Kreisel ursprünglich erteilte Impuls war, 
während die Umdrehung der Figurenaxe um so schneller wird, je 
gröfser jener Impuls ist. Von einer gewissen Grofse des Impulses ab 
wird also die Bewegung der Rotationsaxe als imendlich langsam gegen- 
über der Bewegung der Figurenaxe gelten können. Alsdann fallt die 
mittlere Lage der Figurenaxe dauernd mit der Lage der Rotationsaxe 
zusammen und es gilt von ihr dasselbe, was für die Lage der Rotations- 
axe und der Impulsaxe bereits festgestellt wurde: Im Mittel mufs sich * 
auch die Figurenaxe unter der Einwirhmg der Beihung aufrichten, und 
zwar um so langsamer , je schneller die anfängliche Rotation war. Dieser 
mittleren Bewegung werden sich kleine Schwankungen oder Nutationen 
der Figurenaxe überlagern, die von der fortgesetzten Umdrehung um 
die Rotationsaxe herrühren und die die Figurenaxe abwechselnd der 
Vertikalen nahem imd von ihr entfernen. — 

Dafs die Reibung ein Aufrichten der Figurenaxe auch dann zur 
Folge hat, wenn der Schwerpunkt oberhalb des Stützpunktes liegt, 
und daher mit der Hebung der Figurenaxe eine Arbeitsleistung ver- 
bunden ist, kann vielleicht auf den ersten Blick überraschen. Denn 
die Reibung kann doch stets nur Arbeit verzehren und keine Arbeit 
leisten. In Wirklichkeit liegt natürlich die Sache so, dafs die zur 
Schwerpunktshebung erforderliche Energie aus der lebendigen Kraft 
des Kreisels bestritten wird, von der auch die Reibung zehrt. Die 
Verkürzung des Impulsvektors, welche eine Verminderung der leben- 
digen Kraft zur Folge hat, bildet daher, falls der Schwerpunkt ober- 
halb des Stützpunktes liegt, ein notwendiges Korrelat zur Aufrichtung 
des Impulsvektors und zu der der Figurenaxe. 

Das Endergebnis der gleitenden Reibung ist somit die auf- 
rechte Kreisdbewegung. Der zu dieser Bewegung verfügbar bleibende 
Impuls ist durch die anfängliche Vertikalkomponente n des Impuls- 
vektors gegeben, durch welche sich auch die gleichförmige Rotations- 
geschwindigkeit bei der aufrechten Bewegung vorausbestimmt. Nach- 
dem einmal Impuls-, Rotations- und Figurenaxe in der senkrechten 
Lage zusammengefedlen sind, ist die gleitende Reibung aufser Thätig- 
keit gesetzt: der Kreisel könnte unserm bisherigen Ansatz zufolge in 
dieser Lage ungeschwächt für alle Zeit fortrotieren. 



556 Vn. Einflufs von Reibung, Luftwiderstand, Elastizitilt etc. 

Letzteres widerspricht aber offenbar der gemeinen Erfahrung, wo- 
nach jede Bewegung dnrch Reibnngseinflüsse schlie&lich definitiy yer- 
nichtet wird. In der That ist jenes Ergebnis auch nur eine Folge der 
willkürlichen Unterscheidung zwischen gleitender und bohrender Reibung 
und der Yemachlässigung der letzteren. Wir müssen uns daher jetzt 
noch ein ungefähres Urteil über die Wirkung der bohrenden Beibtmg 
verschaffen. 

Nach dem obigen vorläufigen Ansatz liefert die bohrende Reibung 
ein Moment; welches der Yertikalkomponente des Rotationsvektors ent- 
gegenwirkt. Im Falle von Fig. 77 a (Rotation im Sinne des Uhrzeigers 
um die Figurenaxe) ist der Rotationsvektor nach oben gerichtet, also 
würde das Drehmoment M^ der bohrenden Reibung durch einen Pfeil 
darzustellen sein, der von aus nach unten läuft. Dieses Drehmoment 
setzt sich ebenso wie das Drehmoment der gleitenden Reibung in jedem 
Augenblicke mit dem vorhandenen Impuls OJ zusanunen. Hierbei wird, 
wie man sieht, der Impulsvektor von der Vertikalen abgelenkt, indem 
sein Endpunkt etwa von J nach J^ verlagert wird. 

Das gleiche gilt aber auch im Falle der Fig. 77 b, wo der Pfeü 
des Drehmomentes M^ nach oben weisen würde und der Impuls bei der 
Zusammensetzung mit M^ gehoben wird. Sein Endpunkt wandert 
dabei etwa von J nach J^, In beiden Fällen ist die Umlagerung des 
Impulses zufolge der bohrenden Reibung mit einer Verkürzimg des Im- 
pulses verbunden. 

Die bohrende Reibung arbeitet also in einer Hinsicht der gleiten- 
den Reibung entgegen: sie strebt den Impulsvektor von der Vertikalen 
zu entfernen. In anderer Hinsicht wirkt sie in gleichem Sinne wie die 
gleitende Reibung: sie schwächt den Impuls dauernd. Da wir sahen, 
dafs der Einfluls der bohrenden Reibung, solange die Rotationsaxe 
merklich von der Vertikalen verschieden ist^ klein gegenüber dem Ein- 
flufs der gleitenden Reibung ist, so wird dieser letztere jedenfedls den 
Ausschlag geben und es wird trotz der bohrenden Reibung ein Auf- 
richten der Figurenaxe erfolgen. Höchstens könnte das Zeitmafs des 
Aufrichtens durch den Einfluß der bohrenden Reibimg etwas verzögert 
werden. Andrerseits ist zu beachten, dafs das Aufrichten um so 
schneller erfolgt, je kürzer der Impulsvektor ist, dafs also die bohrende 
Reibung, indem sie die Länge des Impulsvektors reduziert, ihrerseits 
das Aufrichten indirekt beschleunigt. Diese indirekte Wirkung der 
bohrenden Reibung wird daher ihre direkte Wirkung, den Impulsvektor 
von der Vertikalen abzulenken, teilweise kompensieren. 

Ist aber die aufrechte Lage annähernd erreicht^ so tritt die bohrende 
Reibung als die Hauptsache in ihr Recht, weü alsdann die gleitende 
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Reibung sehr klein geworden ist. Durch die bohrende Reibung wird 
der nunmehr vertikal gestellte Impuls dauernd weiter geschwächt, ohne 
dafs der Charakter der aufrechten Bewegung zunächst wesentlich ge- 
ändert wird. Die Rotationsgeschwindigkeit der aufrechten Bewegung, 
die yermöge der gleitenden Reibung unverändert fortbestehen könnte, 
wird also durch die bohrende Reibung mehr und mehr herabgesetzt. 
Schliefslich mufs der Impuls bis auf diejenige Gfrofse reduziert sein, 
bei welcher die aufrechte Bewegung instabil wird, wenn der Schwerpunkt 
über dem ünterstützungspunkte liegt. Jede kleinste Störung erzeugt 
jetzt merkliche Schwankungen der Figurenaxe, die bei weiter abneh- 
mendem Impuls ihrer Amplitude nach zunehmen, bis der Kreisel um- 
fällt imd nach einigen scheinbar regellosen letzten Anstrengungen defi- 
nitiv zur Ruhe kommt. 



§ 4. Quantitatives über den EinflufB der gleitenden Beibung anf die 
Neigung der Figurenaxe. Graphische Integration der zugehörigen 

Differentialgleichung. 

Die geeignetste Ghnmdlage fiir eine eingehendere Behandlimg unseres 
Reibungsproblems liefern die Gleichungen von Lagrange in den Euler- 
schen Winkeln y, ^, -Ö*. Neben den Geschwindigkeitskoordinaten 9', 
^', ¥ werden wir die Impulskoordinaten [0] = Nj [Y] «= w, [9] be- 
nutzen. Bei Übernahme der Bezeichnimg N, die früher als Integrations- 
konstante eingeführt wurde, ist zu beachten, AsSa diese Impulskoordi- 
nate jetzt nicht mehr konstant ist, sondern durch die gleitende Reibung 
stetig abgeändert wird, wie denn bei Berücksichtigung der bohrenden 
Reibimg auch die Impulskoordinate n variabel werden würde. Die auf 
den Kreisel wirkenden Kräfte bestehen aus der Schwere und der gleiten- 
den Reibung, wenn wir (Vernachlässigung II) von der bohrenden Rei- 
bung absehen. Die Schwere giebt nur imi die Knotenlinie, die gleitende 
Reibung auf Grund unserer Vernachlässigung DI (s. die GL (10) des 
vorigen §) nur um die Figurenaxe zu einem Momente Anlafs. Die 
Koordinaten der äuiseren Kraft, bezüglich der drei Euler'schen Winkel, 
werden daher durch die folgende Tabelle gegeben: 





9 


^ 


-e- 


Schwere 








Psin^ 


Gl. Beibung 


=p p^ Mg sin ^ 









Hierbei ist auch bereits von der Vernachlässigung I Gebrauch ge- 
macht, indem der Gegendruck mit seinem statischen Bestandteil Mg 
identifiziert wurde. 
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Die Grnndgleichnngeii; Ton denen wir auszugehen habeii^ sind in 
ganz ähnlicher Form schon ps^. 154 und ps^. 220 u. ff. entwickelt 
worden; sie lauten: 

a) Der Ausdruck der lebendigen Kraft des symmetrischen Kreisels: 

(1) T = 4 («^' ^*'* + ^'') + Y (V + cos »ty. 

b) Der Zusammenhang zwischen Impuls- und Gfeschwindigkeits- 
koordinaten: 



(2) 



[0] = jyr=||-C(9' + cos#n 

[V] = n = 11^ = ^ Bin» »i>' + CW8» (tp + cos »i>"), 



c) Die Auflösimg der beiden ersten der yorstehenden Gleichungen 
nach den Geschwindigkeitskoordinaten: 

d) Der partielle Differentialquotient der lebendigen Kraft nach der 
Koordinate ^\ 

fA\ ^T 4/ o.^' xT\ • o.^' (-y— 008 ^n)(n— COS«- JV) 
W -^-^ = ^(cos^*-iVOsm^^ =-^ j4^,r^ -^ 

e) Das Gesetz fiir die Impulsänderungen oder die Lagrange'schen 
Gleichungen im engeren Sinne: 

(6) -di" = ^ <''* ^3 ^ *' 

(7) ^»- + (-^- C08»n) (n - cob»^) ^ p ^^^ ^ 

Statt der Gleichung (7) haben wir beim reibungslosen Kreisel den 
Satz der lebendigen Kraft benutzt^ der sich dadurch emp&hl^ dafs er 
die Ausführung einer Integration in sich schlofs. Im yorliegenden 
Falle geht dieser Vorteil yerloren, weil der Reibungswiderstand keine 
konseryatiye Kraft ist, und wird daher die Gleichung (7) wegen ihrer 
einfacheren Bauart bequemer als jener Satz. 

Wir wollen die Bedeutung der letzten drei Gleichungen der Reihe 
nach durchgehen. 

Gleichimg (5) sagt aus, dafs die Vertikalkomponente des Impulses 
durch die gleitende Beibung nicht beeinflufst wird, wie wir schon im 
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Torigen Paragraph erkannten, n kann daher nach wie vor als eine durch 
den Anfangszustand gegebene Integrationskonstante angesehen werden. 
Übrigens folgt dieses Resultat allein aus unserer Yemachlässigung 11 
der bohrenden Reibung und ist von der Einführung oder Nichtein- 
fQhrung der Vernachlässigungen I und III unabhängig. 

Aus Gl. (6) schliefsen wir, dafs sich der Absolutwert des Eigen- 
Impulses N dcmemd im gleichen^ nämlich im abnehmenden Sinne ändert 
Wegen der Bedeutung des doppelten Vorzeichens (ygl. pag. 552) be- 
rechnet sich nämlich. fOr d^ aus Gl. (6) ein negatiyer oder positiver 
Wert, je nachdem ip oder, was auf dasselbe herauskommen wird, je 
nachdem N positiv oder negativ ist. Die Grö&e von N können wir 
hiemach als eine Art Zeitmesser benutzen, da wir den Ablauf der Be- 
wegung ebensowohl auf die abnehmenden Werte von \N\ wie auf die 
wachsenden Werte von t beziehen können. Mit anderen Worten: wir 
hinnen statt der Zeit t die Gröfse N als unabhängige Variable einführen, 
Ist die wechselnde Lage des Kreisels, insbesondere der Winkel d*, als 
Funktion von N bekannt, so läfet sich der zeitliche Verlauf der Be- 
wegung nachträglich feststellen, indem man nach (6) berechnet: 

dN 
smd' 



(8) ' = ^S^/b 



In Gl. (7) kommen zunächst drei Veränderliche vor, nämlich ty 
N und d: Statt -ö* führen wir wie früher die HüHsgröfse 
(9) w = cos # 

ein, überdies eliminieren wir die Variable t mittels der Gl. (6) und be- 
nutzen nach der vorstehenden Bemerkung fernerhin N als unabhängige 
Variable. Zu dem Ende ist es nur nötig, die nach der Zeit genommenen 
Differentialquotienten von d" durch solche nach N zu ersetzen. Wir 
haben: 



(10) 



dd' dd' dN -_ Ttjr ' a. d^ . -»r du 



Gl. (7) läfst sich daher mit Rücksicht auf (9) und (10) in die folgende 
bemerkenswert einfache Form schreiben: 

^ii; KQl^^y) ^jv-* A\l—uy A 

Das Problem ist somit auf eine einzelne gewöhnliche Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zwischen u und N reduziert. 

Wir beabsichtigen nicht, diese Gleichimg in geschlossener Form 
oder durch irgend welche Reihenentwicklung zu integrieren. Vielmehr 
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werden wir yersuchen, auch oline formelmäfsige Integration durch sach- 
gemäfse Diskussion der Differentialgleichung das Wesentliche über den 
Verlauf der Integralkurve zu erfahren. 

Da die Gestalt der Integralkurve wesentlich Ton ihrer Krümmung 
und diese yon dem zweiten Differentialquotienten abhängt^ so werden 
wir darauf gefOhrt, die rechte Seite von (11) näher zu studieren. Und 
zwar werden wir zunächst feststellen, wo die rechte Seite einen Vor- 
zeichenwechsel aufweist. Zu dem Zwecke betrachten wir die Gleichung: 

(12) (n - uN) (N- un) - ^P (1 - u^ = 0. 

Hier ist es noch bequem, mit dem Quadrat der Impulskonstanten n zu 
dividieren und die Abkürzungen 

(13) t; = ^, ±«.' = ^? 

einzuführen. Die Groüse v ist dann, ebenso wie der Neigungscosinus 
u, eine reine Zahl. Das Gleiche gilt nach pag. 293 von der Gröüse 
± *»*, wobei das positive oder negative Vorzeichen zu wählen sein wird, 
je nachdem P positiv oder negativ ist, der Schwerpunkt also über oder 
xmter dem Stützpunkte liegt. Unsere Gleichung (12) verwandelt sich 
so in eine Gleichung zwischen den drei unbenannten Zablengröfsen u, 
V und m\ nämlich in: 

(14) (1 - uv) (t; - u) = ± w« (1 - M«)l 

Wir deuten u als Ordinate, v als Abscisse in einer u,t^Ebene; die 
durch (14) dargestellte, in dieser Ebene verlaufende Kurve vierter 
Ordnung bezeichnen wir als Leitliniej da sie der später zu konstruieren- 
den Integralkurve gewissermafsen als Führung dienen wird. Die In- 
tegralkurve der 61. (11) mufs sich, wie wir zeigen werden, um imsere 
Leitlinie in unmittelbarer Umgebung derselben herumschlängeln. 

Die Gestalt der Leitlinie ist in Fig. 78 dargestellt; und zwar be- 
zieht sich die ausgezogene Linie auf den FaU P>0, wo in (14) das 
positive Zeichen gilt, die punktierte Linie auf den FaU P < 0, in 
welchem m* mit dem negativen Vorzeichen versehen ist. Wie Gl. (14) 
zeigt, entsteht die letztere aus der ersteren, wenn man u, v mit —u,—v 
vertauscht, wenn man also die erstere Linie um den Anfangspunkt der 
M, v-Ebene durch den Winkel von 180^ dreht Hiemach genügt es, 
den Fall P > allein zu betrachten, also in GL (14) lediglich das 
obere Vorzeichen zu berücksichtigen. 

Zur Begründung unserer Figur 78 sei folgendes bemerkt: Kon- 
struiert man die gleichseitige Hyperbel 1 ^ uv und die Gerade t? = u, 
so teilen diese die Ebene in sechs Gebiete; in dreien derselben hat die 
linke Seite von (14) positives, in den übrigen negatives Vorzeichen. 
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Nur in den ersteren Gebieten, die in der Figur durch Schraffierung 
kenntlich gemacht sind, kann unsere Leitlinie verlaufen, da sonst Ol. 
(14) nicht erfüllbar wäre. 

Femer ist es für die Gestalt der Leitlinie wesentlich, dafs wir w* 
als kleine ZcM Toraussetzen dürfen. Denn wir betrachten nur Be- 






i£-y^ 




U'V 



wegungen, bei welchen dem Ej'eisel anfänglich eine schnelle ümdrehxmg 
oder ein starker Lnpuls erteilt wurde. Unter einem starken Impuls 
verstehen wir aber nach pag. 293 einen solchen, für den N^ erheblich 
grö&er als die gleichbenannte Ghröfse J.P, für den also ÄP/N^ ein 
kleiner echter Bruch (beispielsweise < ^km ^^* ^^ ^^"^ ^® Vertikal- 
komponente n des Lnpulses von derselben Gröfsenordnung wie der An- 
fangswert des Eigenimpulses ist, so wird auch AP/n* = m* ein kleiner 
echter Bruch. In der Figur haben wir nur m* = 1/9 gewählt, weü bei 
noch kleinerem m* unsere Zeichnung undeutlich würde, während wir 
für die Zwecke der späteren Rechnung an der Annahme m* < -^^ fest- 
halten werden. 

Man überzeugt sich sodann nach der üblichen Methode der Potenz- 
entwicklung leicht, dafs die Punkte P^ (w = t? = 1) und P^ (w = t; = — 1) 
Doppelpunkte unserer Kurve werden und dafs die beiden Kurventan- 
genten in diesen Punkten mit der positiven bezw. negativen Abscissen- 
axe einen Winkel a einschliefsen, der sich aus 

bezw. aus 

Klein-Sommerfeld, Kreiielbowegong. 86 
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*«« = VrT4^»(^P™^^») 



bereclinet. Im Punkte P^ ist der genannte Winkel also ein wenig 
grofser, in P^ ein wenig kleiner wie 45®. 

Ans Ol. (14) folgt femer leicht^ dafs unsere LeiÜinie eine und nur 
eine zur t7-Axe parallele Tangente mit dem Berührungspunkte 



« = 4ir" 



" = 1(4-* + ^.) 



besitzt. Hieraus ist zu schliefsen^ dafs die beiden durch P^ nach oben 
hin Terlaufenden Euryenäste sich in einer Schlinge vereinigen. Die 
beiden durch P^ nach links auslaufenden Aste können sich dagegen 
nicht zusammenschliefsen^ da der obere von ihnen sich asymptotisch 
der Abscissenaxe annähert. Das gleiche gilt von dem durch P^ nach 
unten rechts Terlaufenden Aste. 

Durch diese und ähnliche Betrachtungen läfst sich die Gestalt 
unserer Leitlinie mit hinreichender Sicherheit im Falle P > fest- 
stellen. Ihre Gestalt im Falle P < wird dann durch die schon er- 
wähnte Umdrehung aus jener abgeleitet. 

Welchen Nutzen gewährt uns nun die Kenntnis der Leitlinie ftlr 
die Litegration der Gleichung (11)? Wir schreiben uns diese Gleichung 
zunächst so um^ dafs darin lauter imbenannte Gröfsen vorkommen. Zu 
dem Zwecke dividieren wir sie mit n^/Ä^ und ersetzen 

j^ÄTt durch -j ~^-Y ' 

d*u 
Der Faktor von -rr ^^^ auf solche Weise, wenn wir die übliche 

Abkürzung P---±MgE einführen: 

^(Jf5rf*(>)« = (^f*-|-)'=(mVX)^ 

mit der weiteren Abkürzung 

^ E 
und unsere Gleichung (11) geht über in 

(15) (mV A)» -^ = — (-r_l^v^ - »t* • . ■ (P> 0) 
bez. in 

(16) (mVA)« -^T = ^^^^^^ + «»'••• (P<0). 

Nun verschwindet die rechte Seite jeder dieser Gleichungen nur in 
den Punkten der zugehörigen Leitlinie und es tritt daher ein Wechsel 
im Sinne der Krümmung unserer Litegralkurve nur ein, wenn diese 
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die Leitlinie überschreitet Wegen der Bedeutung yon u = cos d' 
brauchen wir nur denjenigen Streifen der u, t7-Ebene zu betrachten, 
der zwischen den Geraden w = ± 1 enthalten ist; dieser wird von der 
Leitlinie in vier Gebiete eingeteilt. Das jedem Gebiete zukommende 
Vorzeichen von cPu/dv^ ist in den Figuren 79 und 80 eingetragen; 
man stellt es am einfachsten dadurch fest, dafs man von dem Punkte 
w = t? = ausgeht, in welchem die rechte Seite von (15) gleich — w^, 
die von (16) gleich + m* wird. Hierdurch ist das fragliche Vor- 
zeichen für jeden Punkt unseres Streifens bestimmt. In den mit + 
hemchneten Gebieten ist die gesuchte Integralkurve, aus der Richtung 
der positiven Ordinatenaxe heirachtet, konkav gekrümmt, in den mit — 
bezeichneten Gebieten konvex; beim Überschreiten der Leitlinie besitzt sie 
jedesmal einen Wendepunkt. 

Um von hieraus die Integralkurve wirklich konstruieren zu können, 
müssen wir uns zunächst bestimmte AnÜEuigsbedingungen geben. Wir 
bezeichnen den anfanglichen Neigungscosinus der Figurenaxe gegen 
die Vertikale mit u^ und setzen etwa fest, dais zu Beginn der Lnpuls- 
Vektor genau in die Richtung der Figurenaxe falle, daXs abo der Kreisel 
zu Beginn keinen seitlichen Anstofs erhalte. Dann gibt der Anfangs- 
wert Nq des Eigenimpulses zugleich die Gesamtlänge des Impulsvektors 
und es ist die Vertikalkomponente des Impulses n=^ N^u^, Unsere 
Integralkurve beginnt daher in einem Punkte P^, dessen Koordinaten 
Uq, Vq der Gleichung 1=UqVq genügen, welcher also auf der (in Fig. 79 
xmd 80 gestrichelt eingezeichneten) gleichseitigen Hyperbel liegt. Femer 
ist hierdurch zugleich die Anfangstangente der Integralkurve bestimmt; 
wenn nämlich der Impulsvektor die Richtung der Figurenaxe hat, so 
fallt auch die augenblickliche Rotationsaxe in die Figurenaxe hinein. 
Die Figurenaxe steht also momentan im Räume still und es ist 

jT = und daher auch -j^ = sowie j- = 0. 
dt dN dv 

Unsere Integralkurve setzt also im Punkte Pq mit einer horizontalen 

Tangente ein. 

Von dem weiteren Verlauf der Integralkurve gilt die allgemeine 
Bemerkung: dafs sie, auf die Äbscissena>xe senkrecht projiziert, diese 
überall einfach überdecken mufs. Denn, wie oben festgestellt, nimmt 
der Absolutwert von N mit wachsendem t beständig ab, desgleichen 
der (notwendig positive) Wert von v =» — Da nun zu jedem Werte 
von t nur ein Wert von u gehören kann, so kann auch jedem Werte 
von V nur ein Wert von u entsprechen. 

Betrachten wir nun z. B. Fig. 79 (P > 0). Der Anfangspunkt Po 
liegt in einem Gebiete negativer Krümmung (d. h. einem Gebiete, wo 

86* 
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cPu/dv^ < 0) ; die IntegraUnure ist also Ton oben gesehen konyex 
Da sie in P^ eine horizontale Tangente hat^ muls sie nach unten um- 
biegen und bald zum Schnitt mit der Leitlinie kommen. Hierbei geht 
sie mit einer Wendung in ein Gebiet positiver Krümmung über, ver- 
läuft also von jetzt ab nach oben hin konkav. Die zwei Möglichkeiten^ 




U-fi 



Wf'I 



w-o 



W"£ 



Pig. 79. 



V'0 




Pig. 80. 

die sich nun bieten, sind in Fig. 79 angedeutet: Die Integralkurve 
mufs die Leitlinie zum zweiten Mal schneiden; dieser Schnittpunkt 
kann nun entweder, von Pq aus gerechnet, diesseits von Pj liegen, 
oder jenseits. Die in der Figur ausgezogene, wellenförmige Gestalt 
der Litegralkurve entspricht der ersten, die punktierte Gestalt der 
zweiten Möglichkeit. Wir wollen zeigen, dafs nur die erste Möglichkeit 
der WirJdichkeit entspricht. 

Zum Beweise haben wir aufser dem Vorzeichen der Krümmung 
deren Gröfse zu beachten. Letztere ist in rechtwinkligen Koordinaten 
u, V bekamitlich durch den Ausdruck 
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i'^ÖT 



gegeben. Wir werden statt dessen als einen angenäherten Ausdruck 
für die Krümmung den folgenden 

^) -^ 

substituieren^ dessen jeweiligen Betrag wir direkt aus der Differential- 
gleichung (19) entnehmen können. Dieser Wert ist allerdings etwas 
zu grofs und stimmt nur dann mit dem genauen Wert der Krümmung 
hinreichend überein ^ wenn die Neigung der Kurventangente gegen die 
Abscissenaxe klein ist. Dais dieses in unserem Falle zutrifft, können 
wir nicht mit Sicherheit behaupten; nur soviel ist nach einer Be- 
merkung auf der vorigen Seite klar, dais die Neigung der Kurven- 
tangente niemals unendlich grofs werden kann; denn dann würde die 
Projektion der Integralkurve auf die Abscissenaxe diese nicht mehr 
eindeutig überdecken. 

Auf der Leitlinie selbst hat wie wir wissen die Integralkurve die 
Krümmung NulL Ersetzen wir in der Gleichung (15) die Zahl w* 
durch eine wenig kleinere oder gröfsere, so entstehen zwei Nachbar- 
kurven der Leitlinie von wesentlich gleichem Verlauf, welche beispiels- 
weise beide durch den Punkt P^ hindurchgehen und sich asymptotisch 
der positiven Abscissenaxe anschlieisen. Wir können etwa statt der 
kleinen Zahl m^ das eine Mal den Wert Null, das andere Mal den 
Wert 2m^ einsetzen. Die erste unserer Nachbarkurven fallt dann in 
dem uns interessierenden Gebiete mit der Hyperbel uv » 1 zusammen, 
die zweite hat die Gleichung 

(1-uv) (t?-u) = 2m»(l -t«7. 

In den Punkten der ersten bez. zweiten Nachbarkurve besitzt die 
Integralkurve nach Gl. (15) die angenäherte Krümmung 

d*u — m« 1 



bez. 



dv^ (m^lil)* ^ mV^' 
Der Wert von w* sollte etwa — - sein. Der Reibungskoeffizient (i 
ist ein echter Bruch; als Gröfsenordnung kann man etwa y annehmen, 
so dafs II* etwa ^ wird. Auch die Verhaltniszahl ^ — ;S^ ist ein 
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echter Bruch, da der Schwerpunkt einen merklichen Abstand von dem 
festen Punkte haben mufs, wenn anders wir es überhaupt mit einem 
„schweren EjreiseP' zu thun haben, während die die Figurenaxe nach 
untenhin begrenzende Halbkugel sicherlich einen kleinen Radius be- 
sitzen wird. Um eine bestimmte Angabe zu machen, wollen wir etwa 

A* gleich Yööö (^- ^' J5?=ca.32(>) setzen. Unter diesen Voraussetzungen 

wird die angenäherte Krümmung der Integralkurve auf unseren beiden 
der Leitlinie benachbarten Kurven gleich ± 10*, der angenäherte 
Krümmungsradius also nur gleich ein Milliontel der Einheitsstrecke 
unserer Figur. Dabei ist der Abstand unserer beiden Nachbarkunren 
von einander und von der Leitlinie ein äufiserst geringer, nämlich 
selbst Yon der Gröfsenordnung m^ und er yermindert sich überdies mit 
wachsender Annäherung an den Punkt P^. 

Die Krümmung der IntegrdLhwrve also, die a/uf der Leiüinie selbst 
den Wert Null hat, wird in nächster Nähe derselben schon sehr grofs. 
Sobald sich die Integralkurve nuir merJdicfi von der LeOUnie entfernt ha/t, 
mufs sie schleunigst wieder umbiegen und sich der Leiüinie abermals 
nähern: Die Integralkurve ist hiemach geztoungen, mü äufserst geringer 
Amplitude und Spannweite um die Leitlinie herumzuoscHMeren, ähnlich 
wie ein Massenpunkt um eine Ruhelage mit kleiner Amplitude und 
kurzer Schwingungsdauer herumpendelt, wenn er schon bei geringer 
Entfernung von der Ruhelage durch eine groise Ejuft nach jener 
zurückgetrieben wird. 

Somit ist bewiesen, dals der in der Figur 79 punktiert gezeichnete 
Verlauf der Integralkurve bei kleinem Werte von t»*, d. h. bei grofsem 
Anfangsimpuls unmöglich ist und dafs der geschlängelte, ausgezogene 
Verlauf mindestens qualitativ der Wirklichkeit entspricht. Der punktiert 
gezeichnete Weg mag vielleicht bei schwachem Anfangsimpulse zur 
Geltung kommen, doch gehen wir auf diesen minder wichtigen Fall 
nicht ein. Die entsprechenden Überlegungen und Konstruktionen lassen 
sich fast Wort für Wort auf den Fall P < übertragen; wir können 
daher behaupten, dafs auch in Fig. 80 die Integralkurve um die Leit- 
linie herumpendeln mufs und niemals erheblich von ihr abbiegen kann. 

Übrigens läfst sich die hier befolgte Schlufsweise, die wir als 
graphische Integration bezeichnen können, sofort auf den allgemeinen 
Fall der Differentialgleichung 

übertragen, wenn die Funktion f(u,v) in der Umgebung der „Leit- 
linie" f(u, v) == ein starkes Gefälle besitzt und der Anfangspunkt 
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der Int^ralknrye der LeitUnie nicht zu fem angenommen wird. Auoh 
hier mafe die Integralkurve fori^esetzt um die Leitlinie herumpendebi. 

Über die Amplitude und Spannweite der Pendelungen haben wir 
bisher nur gesagt^ dafs sie äuiserst klein sein müssen; wir fügen noch 
hinzU; daCs sie um so Meiner ausfallen müssen, je Meiner die ZaM w?, 
je gröfser also der anßngliche Bewegtmgsimpuls ist, und dafs sie mit 
mnehmender Annähenmg an den Punfct Pj abnehmen müssen. 

Denken wir ons^ um dieses einzusehen^ die Niveaulinien des Aus- 
drucks f(u, v) konstruiert, welcher unserer Differentialgleichung zufolge 
die angenäherte Krümmung der Integralkurve bestimmt, in der Weise, 
wie dies für die speziellen Niveaulinien f{u, v) =» (die Leitlinie) 

und f(u, t?) = ± z — jTi (die beiden oben genannten Nachbarkurven) 

geschehen ist. Diese Niveaulinien li^en um so dichter, je kleiner m^ 
ist, aufserdem verdichten sie sich in der Nähe des Punktes P^^, da sie 
alle durch diesen Punkt hindurch müssen. Die Dichtigkeit der Niveau- 
linien liefert aber direkt einen Mafsstab für die Ejrümmungszunahme 
der Int^ralkurve in der Nähe der Leitlinie und für ihre Tendenz, 
nach der Leitlinie zurückzukehren. Noch anschaulicher können wir 
uns den Ausdruck f(u, v) als ein Relief modelliert denken, indem wir 
uns den absoluten Wert von f(u, v) als dritte Koordinate senkrecht 
zur u, t7-Ebene auftragen, wobei die eben genannten Niveaulinien zu 
Höhenlinien des Reliefs werden. Es entsteht so eine Rinne, deren 
Sohle in der u, t; -Ebene liegt und mit unserer Leitlinie zusammen- 
fällt und deren Böschungen beiderseitig um so steiler ansteigen, je 
kleiner m* ist und je mehr wir uns dem Punkte Pj nähern. Li 
letzterem stellen sich die Böschungen genau lotrecht. Wiederum 
wächst mit der Steilheit der Böschungen die Schnelligkeit, mit der 
die Integralkurve bei seitlicher Abbiegung der Leitlinie wieder zustrebt. 
Die Integralkurve verläuft ähnlich wie die Bahn eines schweren Punktes, 
der in der (reibungslos gedachten) Rinne entlang läuft, zugleich aber 
vermöge eines seitlichen Anfangsanstofses abwechselnd rechts und links 
an den Rändern etwas aufläuft. Während die bei den aufeinander- 
folgenden Seitenpendelungen erreichte Höhenlage nach dem Energie- 
gesetz dieselbe ist, wird die in horizontaler Richtung gemessene Ampli- 
tude der Seitenabweichung um so kleiner, je gröfser die Steilheit der 
Ränder ist; desgleichen wird die Zeitdauer der aufeinanderfolgenden 
Pendelungen oder, was auf dasselbe herauskommt, die längs der Sohle 
gemessene Spannweite der Seitenpendelungen geringer bei wachsender 
Steilheit der Ränder; denn die nach der Rinne zurücktreibende Kraft, 
d. h. die in die Böschung fallende Komponente der Schwere, ist dem 
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Gefalle der Böschung proportional. Die Bahn des Massenpunktes wird 
also, auf die horizontale Zeichenebene projiziert , was die Ausgiebigkeit 
der aufeinanderfolgenden Pendelungen betrifft, in der That die in der 
Fig. 79 und 80 dargestellte Form annehmen, welche somit auch unserer 
Integralkurye zukommen wird. 

Die Schluisfolgerungen, die sich von hieraus fUr den Ablauf der 
Ejreiselbewegung ergeben, liegen auf der Hand. Mit wachsender Zeit 
nimmt der Eigenimpuls N seiner Gröfse nach ab. Fiel er anfangs in 
die Richtung der Figurenaxe, so ist anfangs |JV'|>|n| und mit 
wachsender Zeit nähert sich N dem Werte w, d. h. v dem Werte 1. 
Unsere Integralkurve zeigt dann, dafs sich gleichzeitig u dem Werte 1 
oder d' dem Werte nähert. Die Figwrenaxe ricMet sich also durch 
den Einflufs der gleitenden Beibtmg dllmählich auf, 

Hand in Hand mit der Aufrichtung der Figurenaxe geht natürlich 
ihre Präcession um die Vertikale von statten, deren jeweilige Ge- 
schwindigkeit sich nach Gl. (3) aus dem augenblicklichen Werte von 
d' und N bez. von u und v berechnet. Die Aufrichtung der Figuren- 
axe wird unterbrochen und ihre Präcession wird begleitet von kleinen 
Nutationen der Figurenaxe, die durch die Seitenpendelungen unserer 
Integralkurve dai^estellt werden. Diese NutaMonen sterben aber in dem 
Mafse ab, wie sich die Figurenaxe aufrichtet und sind iSbrigens von 
Sause aus um so Meiner, je gröfser der Anfangsimpuls war, voraus- 
gesetzt natürlich, dafs dieser genau oder ungefähr die Richtung der 
Figurenaxe hatte. 

Ist die aufrechte Lage erreicht, so ^Ult der bisherige Ghrund für 
die Abnahme des Impulses, die gleitende Reibung, fort. In der That 
ergiebt sich mit ti »= 1 aus Gl. (6) dN/dt » 0; es bleibt also von nun 
ab jiV= w oder t; = 1: Unsere Integräücurve endigt im Punkte P^ und 
der Kreisel verharrt in der aufrechten Bewegung. Die endgültige Ver- 
nichtung des Bewegungsimpulses föllt nicht der gleitenden sondern 
der bohrenden Reibung zu, wie bereits im vorigen Paragraph aus- 
einandergesetzt wurde. 

§ 5. Angenäherte formelmäfsige DanteUung des Bewegnngsverlanfes. 

Da wir auf Ghimd der vorangehenden Diskussion die Bewegung der 
Figurenaxe graphisch beherrschen, wird es nun leicht sein, eine näherungs- 
weise formelmäfsige Darstellung der Bewegung zu geben. Wir fügen 
diese nachträglich hinzu, teils um einige numerische Rechnungen an- 
stellen zu können, teils um den in der Einleitung (pag. 5) ausgesprochenen 
Grundsatz zu verwirklichen, nach welchem „unsere Kenntnis der Mechanik 
nicht auf die Formel basiert sein solle, sondern umgekehrt die anar 
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lyidsche Formulierung ab letzte Konsequenz aus einem gründliclien 
Verständnis der mechanischen Verhältnisse von selbst zum Vorschein 
komme^. 

Der Gedanke bei der folgenden Näherungsrechnung besteht darin^ 
dals wir, was die Änderungen von d" angeht, f£Lr die oscillierende 
IntegnJkurye der Figuren 79 und 80 unsere Leitlinie selbst substi- 
tuieren. Was wir dabei yeruach&sigen, sind die Nutationen der Figuren- 
axe, welche die Bewegung nur vorübergehend und in geringem Grade 
beeinflussen, was wir aber beibehalten und in unseren Formeln zum 
einfachen Ausdruck bringen, ist das Aufrichten der Figurenaxe, die 
Abnahme des Impulsvektors und der mittlere Betrag der Pracession, 
d. h. alle wesentlichen Momente der Bewegung. 

Wir sehen also die GL (14) des vorigen Paragraphen als die 
während der Bewegung angenähert gültige Beziehung zwischen dem 

N 
Neigungscosinus m = cos -ö* und der Impulsgrofse t? = — an. Um die- 
selbe nach V aufzulösen, schreiben wir sie folgendermafsen: 

Die beiden Wurzeln Vj, t?, dieser quadratischen Gleichung werden: 

''i = -H"+i)-4(«-i)vrT4^, 

ÄP 

Wegen der auch jetzt vorauszusetzenden Heinheit der Zahl ±*»*= — ^ 
ziehen wir die Quadratwurzel nach dem binomischen Satze angenähert 
aus. Es ergiebt sich: 

*'« = 4(« + i) + Y(«-i)(l'F2«m»)=«±».»(l-««). 

Da w<l ist, wird t;i>l, v^<Cl, Die Bedeutung der beiden Wurzehi 
folgt aus Fig. 78. Schneiden wir munlich die ausgezogene oder die 
punktierte Leitlinie jener Figur mit einer zur Abscissenaxe parallelen 
Geraden u = const., wobei < w < 1 sein möge, so erhalten wir zwei 
Schnittpunkte, von denen der eine rechts von P^, der andere links 
davon zwischen P^ und P, liegt. Dem ersteren entspricht ein Abscissen- 
wert t?i > 1, dem letzteren ein solcher v^ < 1. Wir interessieren uns 
nur für denjenigen Teil der Leitlinie, welcher von unserer Litegral- 
kurve umschlängelt wird, haben also nur den Wurzelwert v^ zu be- 
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rücksichtigen. Gehen wir noch zn der ursprünglichen Bedeutung der 
Zeichen v, u und m' zurück, so können wir die für v^ gefundene 
Formel so schreiben: 

(1) jv„-i^_i^8in«^. 

Wir erkennen hieraus, in welcher gegenseitigen Abhängigkeit d' gegen 
und N gegen n konvergiert. 

Wir berechnen zweitens die Pracessionsgeschwindigkeit ^', die zu 
den wechselnden Neigungen der Figurenaxe gehört. Aus (1) folgt 

— ■ = — cos -ö*. 

Ä sin' ^ n 

Dies ist nach 61. (3) des vorigen Paragraphen zugleich die gesuchte 
PriLcessionsgeschwindigkeit. Man hat also 

(2) t''=-^cosd' 

und schliefet, dafs sich die absolute Gröfse der Pracessionsgeschwindigkeit 
beim Aufrichten der Figurenaxe etwas beschleunigt 

Wir fragen sodann nach dem zeitlichen Verlauf der Bewegung, 
der ja aus unserer qualitativen Darstellung eliminiert war. Hierbei 
haben wir auf die Öl. (8) des vorigen Paragraphen 

dN 



t^T 



■ji 



MgiiifJ Bind" 

zurückzugehen. (Das obere Vorzeichen galt bei positivem Anfangs- 
werte von JV^^ also bei positivem n, das untere bei negativem.) Wir 
berechnen dN durch d' und dd' aus ÖL (1): 

dN=^ (-4pr - ^^ cos^) sin^d^ 
und erhalten dann 

Das doppelte Vorzeichen dürfen wir durch das ein&che negative er- 
setzen, wenn wir dafQr n mit dem Zeichen des absoluten Betrages 
versehen. Führen wir die Integrationen aus imd bestimmen die Inte- 
grationskonstante daraus, dafs d'^d'^ für t^O sein söU, so ergiebt 
sich das folgende Gesetz für den zeitlichen Verlauf der Bewegu/ng: 

(3) < = -J^{(tg*o-tg*)--^,-(8in^o-8m^)). 

Das zweite ölied der { } ist wegen des kleinen Faktors APjn^ offenbar 
klein gegenüber dem ersten Gliede. Dieses erste ölied zeigt uns, dafs 
das Aufrichten der Figurenaxe ziemlich langsam von statten geht; 
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denn im Zähler steht die grolBe Impxdskomponente n, im Nenner der 
kleine Reibungskoeffizient (i und der kleine Radius q der Auflage- 
fläche. Die Zeitdauer des Aufrichtens wrd wm so gröfsery je gröfser der 
Anfangsimpuls war und je Meiner der Reibungskoeffment (i sowie der 
Krümmungsradius der Äuflagefläche ist 

Der zahlenmäfsige Wert der zum Aufrichten erforderlichen Zeit 
ergiebt sich aus (3), wenn wir -ö* = setzen, zu 

Die aufrechte Lage wird also m endlicher Zeit erreicht) die Zeit ist bei 
sonst gleichen Umständen im wesentlichen der Tangente der Af^angs- 
neigung proportional. 

Es erübrigt nur noch, die Bahnkurve, die ein Punkt der Figuren- 
axe beschreibt, analytisch und zeichnerisch darzustellen. Wir gehen 
dabei einerseits von der Gl. (2) 

jx = — cosd, 

dt n ' 

andrerseits von der aus (3) folgenden Beziehung aus: 
/p.N dd" -j- MgykQ cos'^ 

W di^'^—iT'' ¥äp —' 

1 5- COS*'©' 

Durch Division folgt 

^ 31 

Mg(LQ 



di^ -_ P / 1 2ÄP o^\ 

T^ = -F 10= ( — K i- cos^-ö*) 

dd' MgfLQ \co8^ w* / 



und durch Integration 

W *-T:B^,|iog«tg(|-|)_ir{. + ^)J. 

Da die Gestalt der Bahnkurve in keiner Weise von dem dem Winkel ^ 
vorzuschreibenden Anfangswerte ^^ abhängt, haben wir von der Hin- 
zufßgung einer Integrationskonstanten abgesehen. 

Hier wollen wir eine unwesentliche Vernachlässigung gestatten, 
durch die sich das folgende vereinfacht. Wir wollen nämlich das 
zweite Glied der { } in (6) gegen das erste wegen des Faktors AP/n* 
streichen. Ferner wollen wir, um bestimmte Vorzeichen zu haben, 
vorübergehend annehmen, dafs der Schwerpimkt über dem Stützpunkte 
liegt und dafs der anfängliche Impulsvektor die imgefahre Richtung 
der positiven Figurenaxe habe. Dann ist P = + MgE zu setzen und 
in (6) das obere Vorzeichen zu wählen. Führen wir noch die schon 
früher benutzte Verhältniszahl X = q/E ein, so schreibt sich Gl. (6) 
f olgendermafsen : 
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A^^ = logtg(^-|) 
oder auch 

oder endlich 

Dies is^ die gesuchte Gleichung der Bahnkurve bei positivem P und 
positivem Anfangsimpnlse. Sie gilt ebenso offenbar bei anderer Wahl 
der Vorzeichen von P und n, wenn man nur nötigenfalls den Sinn^ 
in dem ^ gerechnet wird; umkehrt. 

Um sie verzeichnen zu können, müssen wir sie irgendwie auf die 
Zeichenebene projizieren und zwar empfiehlt sich wie früher die 
stereographische Projektion, Wir schlagen also um den festen Punkt 
die Einheitskugel, auf welcher unsere Bahnkurve verläuft, wenn der 
sie erzeugende Punkt der Figurenaxe den Abstand 1 von hatte, 
und projizieren vom Südpol der Einheitskugel auf die Äquatorebene. 
Der Nordpol geht dabei in den Punkt über, während das Bild 
irgend eines anderen Punktes der Einheitskugel von den Abstand 
r^igd'ß und das Azimuth ^ hat. r und ^ sind also gewöhnliche 
Polarkoordinaten des stereographischen Bildpunktes, bezogen auf den 
Punkt als Anfangspunkt In diesen Koordinaten geschrieben wird 
das Bild der Bahnkurve nach GL (7): 

(8) "^^Y+T^ 

Ihre Gestalt ist die einer Spirale, u. zw. läuft sie in den Punkt als 
eine gewöhnliche Archimedische Spirale aus, während sie nach der anderen 
Seite hin sich dem Einheitskreise asymptotisch nähert. 

Um dieses einzusehen, beachte man, dals vermöge der Wahl der 
Integrationskonstanten in GL (6) der aufrechten Endlage («d* =» oder 
r ^0) das Azimuth if; ^0 und dafs allen frieren Lagen der Figuren- 
axe negative Werte von ^ entsprechen. Um also das Verhalten der 
Bahnkurve in der Nahe des Punktes zu untersuchen, haben wir ^ 
klein vorauszusetzen und die Exponentialfunktion nach Potenzen von 
Xfiilf zu entwickeln. Es ergiebt sich so 

(80 r = -A^| 

d. h. die Gleichung einer Archimedischen Spirale. 

Um andrerseits die Bahnkurve für weit zurückliegende Zeiten fest- 
zustellen, haben wir ^ einen grolsen negativen Wert beizulegen, also 
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6^^^ als klein anzusehen, r nähert sich dabei der oberen Grenze 1^ 
die Bahnkurve strebt also asymptotisch dem Einheitskreise zu. 

In der Nähe von ist die Abnahme des Fahrstrahls r bei einem vollen 
Umlauf um gegeben durch Afisr; dieselbe ist klein, weil A und ft kleine 
Zahlen sind, verschwindet aber nicht bei Annäherung an 0. Dagegen wird 
offenbar, wenn wir die Kurve rückwärts bis in die Nähe des Einheitskreises 
verfolgen, die Zunahme des Fahrstrahls bei einmaligem Umlauf um 
mit zunehmender Näherung an den Einheitskreis verschwindend klein. 

Man kann die Gestalt der Bahnkurve sehr schön experimentell 
feststellen, wenn man die Ereiselspitze ihren Weg auf einer dagegen 
gehaltenen beruTsten Fläche aufzeichnen läfst, oder, was noch empfehlens- 
werter ist, wenn man senkrecht zur Ereiselaxe einen kleinen Spiegel 
befestigt, denselben mit einem Projektionsapparat beleuchtet und den 
zurückgeworfenen Lichtfleck auf einem Schirm beobachtet. Die so er- 
haltenen Kurven haben durchaus den Charakter der hier geschilderten 
Spiralen, nur dafs der gleichmäfsige Verlauf der Spirale von aufgesetzten 
Schlängelungen (den Nutationen) unterbrochen wird, die wir bei unserer 
Darstellung vemach^sigt haben. 

Figur 81 ist unter der Annahme A/it = 1/10 entworfen. Sie ent- 
spricht der Wirklichkeit insofern nicht gut, als der wirkliche Wert A/it 

meist erheblich kleiner sein dürfte. An _ -.^ 

einer früheren Stelle (pag. 565) schätzten 
wir ;i»=10-S A*=10-», also Aft== 1/100, 
was der Wirklichkeit näher kommen dürfte. 
Jedoch würde bei Zugrundelegung dieser 
Zahl die Zeichnung schon etwas un- 
deutlich werden. 

Für die folgenden Zahlenrechnungen 
wollen wir dagegen den letztgenannten 
Wert benutzen. Wir fragen uns zunächst, 
wie viele Windungen die Bahnkurve aus- 
führt, bis sie von einer gegebenen Anfangs- ^^' **' 
läge aus im Nullpunkte endigt. Die Anfangslage sei etwa ^^=60^. Den zu- 
gehörigen Wert des Azimuthes ^q, welcher negativ ausfallen mufs, entneh- 
men wir aus GL (8) oder, noch etwas genauer, aus Gl. (6), indem wir das im 
vorstehenden vernachlässigte Glied dieser Gleichung mitrechnen; er wird: 

*. — iNo.g(T-^)-^(».+ '^))- 
Mit A/i = 10"*, -Ö-Q = 60® = 1,05 und dem schon früher vorausgesetzten 
Wert ^ = 1/100 ergiebt sich 




n 



^^^- 130;2. 
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Dies ist der Anfangswert des Winkels ^. Da der Endtoert, bei auf- 
rechter Stellimg der Figurenaxe, ^ = ist, so giebt uns ^q zugleich 
den Gesamtwinkel, um den sich der von aus gezogene Fahrstrahl 
bei der Bewegung gedreht hat. Die Zahl der Windungen der Spirale 
wird daher 

Die Figwrenaxe umkreist also die VertikcUe eine erhebliche Anzahl von 
McUen, bevor sie mit ihr eusammenfällt Die (Janghöhe der Bahnkurve 
wird dementsprechend in stereographischer Projektion recht gering und 
erheblich geringer wie im Falle der Fig. 81, wo die entsprechende 
Zahl von Umzügen nur 2,1 betnlgt. 

Wir können auch die Nutationen, obwohl sie aus unserer Be- 
trachtung herausgefallen sind, nachtraglich ihrer ungefähren Häufigkeit 
nach bestimmen. Es läfst sich zeigen, dals die Periode r der Nuta- 
tionen näherungsweise denselben Wert wie bei der reibungslos voraus- 
gesetzten pseudoregulären Präcession hat nämlich (s. GL (15) von 
pag. 305) den Wert 

(9) -^- 

Zum Beweise gehen wir auf die DifiFerentialgleichung (7) von 
pag. 558 zurück, setzen darin -Ö* = -O*! + d-j und verstehen unter ^^ 
den vorstehend studierten präcessionsähnlichen Teil der Bewegung, 
unter ^"^ die hinzukommende Nutation. ^^ ist dann eine langsam ver- 
änderliche, -Ö-j eine schnell veränderliche aber Meine Gröfse. Dement- 
sprechend wird man d"^'' gegen d'^'' vernachlässigen und bei der Ent- 
wickelung von Gl. (7) nach d'^ nur die erste Potenz von -Ö", beibehalten. 
Es entsteht mit Rücksicht auf die Definition von d'^ aus der Gleichung 

der Leitlinie: 

^ o. " I A . _1_ (.y— COS »tn)(n — COS ^t -AT) ^ q 

Die hier angedeutete Differentiation liefert einfach (vgl. § 9, Gl. (13)) wo 
eine analoge Rechnung auszuführen sein wird) IPjA. Die Bestimmungs- 
gleichung fär -ö-j lautet mithin: d'^' + "^a "Tr = und liefert integriert 
die obige Periode. 

Bedeutet andererseits T die Zeitdauer des einzelnen Präcessionsum- 
ganges und sieht man von der durch das Aufrichten der Figurenaxe 
bedingten geringen Beschleunigung der Präcessionsgeschwindigkeit ab, 
so kann man setzen: 



und nach Gl. (2): 



¥=^' 
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(10) ?^ = |cos*. 

Aus (9) und (10) ergiebt sich mit Rücksicht auf (1): 

— = "XYi s: "■ "7^ — TS 1 1 r cos ^ sin '9') . 

Unter d" ist hierbei ein Mittelwert des Neigungswinkels -ö* wahrend des 
fraglichen PriLcessionsumganges verstanden. Das Verhältnis T/r be- 
deutet die AmcM der Nutationen, die auf eine Präcession entfaUen, 
Diese Anzahl ist, wie wir sehen, der Gröfsenordnung nach gleich n^/ÄP, 
also unter den obigen Zahlenannahmen gleich 100. Die unserer Spirale 
sich überlagernden Schlängelungen sind also äufserst zahlreich und dicht. 
Schliefslich fragen wir noch nach dem Zahlenwerte der Zeitdauer 
Ty in der sich die Pigurenaxe aufrichtet. Diese drücken wir etwa in 
Einheiten der IJmdrehungszeit t^ des Kreisels nach erfolgtem Aufrichten 
aus. Alsdann ist der Qesamtimpuls genau gleich n imd die Länge des 
Rotationsvektors gleich \n\/C geworden. Die Zeitdauer Xq ei^ebt sich 

daher aus 

2n \n\ 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit Gl. (4), so entsteht: 

Mit n^AP - 100, X(i = 1/100, ^o = ^^ ergiebt sich 

- = ^2730. 

Macht der Ejreisel nach der Aufrechtstellung noch fünf Umdrehungen 
pro See, so ist Tq = 1/5 sec. und, wenn man insbesondere -4 = (7 
nimmt, T = 546 sec. = ca. 10 Minuten. 

Bei unseren letzten Berechnungen sowie bei der Beschreibung der 
Bahnkurve ist indessen zu bedenken, dafs unsere Betrachtungen nur 
bis in die Nahe der aufrechten Lage, nicht bis zu dieser selbst zutreffend 
zu sein beanspruchen. Denn wir haben (Ungenauigkeit U) die bohrende 
Reibung gegenüber der gleitenden vernachlässigt, was nur bei nicht zu 
kleinem Winkel -ö* zulässig ist (vgl. pag. 551). Von unserer Bahnkurve 
müssen wir daher das letzte, in den Punkt auslaufende Stück als 
unverbürgt ansehen. 

Wir wollen endlich noch, indem wir in unseren Formeln (i = 
setzen, die hier betrachtete Bewegung in das System der reibungslosen 
Bewegungen einordnen. Wir gehen dabei aus von Gl. (5), welche mit 
fi = liefert 

^' = oder d" = const. 
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Dies ist zugleich bei verschwindender Reibung die Gleichung der Bahn- 
kurve. Aus den GL (1) und (2) folgt dann, da& auch N und ^' kon- 
stant werden. Bei verschwindender Beibung geht also die hier betrachtete 
Bewegung in die reguläre Präcession über. Deshalb können wir sie als 
„eine Pracessions-ähnliche'' oder eine ^durch Reibung gedampfte Prä- 
cession^ bezeichnen. Nehmen wir andrerseits die Nutationen mit in 
Rechnung^ die in unseren Formeln nicht zum Ausdruck kamen^ die 
sich aber^ wie wir im vorigen Paragraphen sahen, unserer Bewegung 
überlagern^ so tritt unsere jetzige Betrachtung in direkte Beziehung zu 
den früheren Untersuchungen über die pseudoregtdäre Präcession und 
zeigt uns, wie diese wichtigste reibungslose Bewegung durch die Reibung 
modifiziert wird. 

§ 6. Über einen beim Ansats der Beibnngsprobleme naheliegenden 
Fehler. Naohträgliohe Beohtfertiigang der obigen Behandlung nnd 
Hinweis anf das Experiment. 

Der g^enwärtige Paragraph hat zunächst den Zweck, unsere 
firüheren Angaben über die Bestimmung der Reibungsarbeit und des 
Reibungsmomentes (vgl. § 3 pag. 550) zu rechtfertigen bezw. zu 
beschranken. Dabei werden gewisse charakteristische Unterschiede 
zwischen den Reibungskräften oder allgemeiner gesprochen solchen 
Kräften, die ihrer Gh*ölse oder Richtung nach von der Geschwindigkeit 
des Systems abhängen, und denjenigen Kräften zur Sprache kommen, 
die sich nach Gröfse und Richtung allein durch die jeweilige Lage des 
Systems bestimmen und die man bei den Entwickelungen der theore- 
tischen Mechanik in erster Linie im Auge zu haben pflegt 

Wir haben pag. 550 die Arbeit einer unendlich kleinen Drehung 
um eine horizontale und eine vertikale Axe gesondert berechnet und 
haben die erste als die Arbeit der gleitenden, die letztere ak die der 
bohrenden Reibung angesprochen. In Formeln war 
(d%i = — iiBqQ sin a dt 
\d^ = — II BQ cos a rf< = — ^BaQ cos a dt, 
wo a eine Länge von der Gröüsenordnung des Radius des Berührungs- 
kreises bedeutete. Die gesamte Reibungsarbeit also, welche bei der 
unendlich kleinen Drehung Qdt um eine zur Vertikalen um den Winkel 
a geneigte Axe zu leisten ist, wäre hiernach 
(2) rfÄ = — (iBQ (p sin a + a cos a) dt. 

Ist nun dieses Verfahren ohne weiteres zulässig? 

Wir wollen zunächst den einfachen Fall eines einzelnen Massen- 
punktes betrachten, der sich in einer Ebene einmal unter dem Einflufs 
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einer schon durch die Lage des Punktes bestimmten Kraft P, das 
andere Mal unter dem Einfluls einer Reibungskraft bewegt. Die Reibungs- 
kraft TT ist zwar, wenn wir das Coulombsche Reibungsgeeetz zu Grunde 
legen, der Gfröise nach von der Geschwindigkeit unabhängig, nämlich 
gleich fi 22, wo 22 die Reaktion unserer Ebene auf den Punkt be- 
deutet, aber der Richtung nach von ihr abhängig, nämlich der Richtung 
der augenblicklichen Geschwindigkeit eni^egengesetzt. Auf dem Weg- 
stückchen ds betragt nun die Arbeit das eine Mal 

(3) da = Pcos(P,d5)d5, 
das andere Mal 

(4) d« = - Wds ^Bds, 

Andererseits berechnen wir diese beiden Arbeitsgrofsen, indem wir 
den Weg ds in zwei rechtwinklige Komponenten dx und dy auflösen. 
Auf dem Wege dx leistet P die Arbeit P^ dx, wenn P^ die Kompo- 
nente Yon P nach der a;-Axe bedeutet. Entsprechend berechnet sich 
die Arbeit auf dem Wege dy] als Gesamtarbeit ei^ebt sich daher: 
(30 dfl^P,dx+P^dy, 

was bekanntlich mit (3) stimmt. 

Wollen wir im zweiten Falle ebenso verfahren, so würden wir 
sagen: Führen wir zui^hst die Bewegung dx aus, so wird die Arbeit 
von W auf diesem Wege gleich — Wdx =- — iiBdx] denn bei der Be- 
wegung dx wirkt die Reibung dem Sinne der Bewegung entgegen, also 
in der Richtung der negativen ^-Axe und ist der Gh*ofse nach durch 
Reibungskoeffizienten und Gegendruck 22 gegeben. Ebenso wird die 
Arbeit auf dem Wege dy gleich —Wdy. Im (Ganzen erhielte man so: 

(40 d^ W(dx + dy) = - ^22 (dx + dy), 

was ersichtlich mit (4) nicht stimmt. 

Die Berechnung der Reibungsarbeit aus den Arbeiten der Teilbe- 
wegungen ist also, in dieser Weise ausgeführt, unstatthaft. Man er- 
kennt aber leicht, wie man diese Berechnung zu korrigieren hat, wenn 
man an der Zerlegung der Bewegung in die Komponenten dx und dy 
festhalten will: Man mufis die bei der thatsächlichen Bewegung ds auf- 
tretende Reibung W in zwei Komponenten W^^ W^ und W^^W -^ 
zerlegen und die Arbeit dieser Komponenten bei den Teilbewegungen 
dx und dy bestimmen. Alsdann ergiebt sich richtig und in Überein- 
stimmung mit (4): 

Ahnlich hat man allemal bei Reibungswirkungen und allgemeiner 
bei Ejräften, die in irgend einer Weise von der Geschwindigkeit ab- 

Klein-Sommerfeld, Kreiselbewegong. 87 
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hangen, zn unterscheiden: zwischen der Arbeit, welche bei den Teitbe- 
wegungen, in die man die ihatsächliche Bewegung zerlegen mag, zu leisten 
wäre, wenn eine solche Teilbewegung für sich betrachtet wird und ge- 
sondert vorhanden wäre; und zunschen derjenigen Arbeit, welche die bei 
der fhatsächlichen Bewegung auftretenden Kräfte bei den gedadUen Teil- 
bewegungen leisten*). Für den Ansatz der Bewegungsgleichnngen hat man 
die zweite Berechnungsweise der Arbeit zu Ghninde zu legen, während 
die erstgenannte hierbei irrefOhrend sein würde. 

Im § 3 wurde aber diese Unterscheidung bei der Aufstellung der 
vorstehend unter (1) wiedergegebenen Ausdrücke nicht hervorgehoben. 
Vielmehr wurde die bei der Rotation Q sinadt um eine horizontale 
Axe zu leistende Arbeit d%^ und die bei der Rotation Q cos a dt um 
eine vertikale Axe zu leistende Arbeit d^^ gesondert berechnet, als 
ob die eine oder die andere Rotation allein vorhanden wäre; und es 
wurde stillschweigend angenommen, dais sich die Arbeit cJSl, die bei 
der Rotation Qc^^ um eine beliebig geneigte Axe zu leisten ist, additiv 
aus jenen Arbeitsgröfsen d%^ und dfi^ zusammensetzt. Dies ist nach 
den obigen Erfahrungen nicht zutreffend; wir müssen daher die Be- 
rechnung der Arbeit d^ nachträglich kontrollieren. 

Hierbei dürfen wir, um die bohrende Reibung auf gleitende Rei- 
bung zurückführen zu können, den Berührungskreis zwischen der die 
Figurenaxe begrenzenden Engel und der den Ejreisel tragenden Pfanne 
nicht in einen Punkt zusammenziehen. Allerdings tritt dann die pag. 548 
hervorgehobene Schwierigkeit auf, dafs die Verteilung des Gegendruckes 
R auf die Punkte des Berührungskreises statisch unbestimmt wird. Da 
wir auf elastische Verhältnisse nicht eingehen können, müssen wir eine 
Hülfsannahme machen. Die nächstliegende Annahme ist, dafs sich der 
Gegendruck B gleichmäfsig auf den Umfang des Berührungskreises ver- 
teilt. Unterscheiden wir also die Punkte des Ejreises durch einen um 
den Mittelpunkt des Berührungskreises herum gezählten Winkel ß, so 
wird auf das Kreis -Element dß der Bruchteil ^- B des ganzen Gegen- 
druckes B kommen. Sicherlich ist diese Verteilung bei merklicher 
Neigung der Figurenaxe nicht ganz zutreffend; sie möge aber der Ein- 
fachheit wegen zugelassen werden. 

Die folgende Zeichnung bezieht sich auf die Ebene des Berührungs- 
kreises (Fig. 82). Der Radius des Berührungskreises heifse a; q sei 

*) Eine interessante, technisch wichtige Folgenmg hieraus zieht H. Lorenz 
in seinem Lehrbuch der technischen Physik, München 1902, S. 186: Der in Be- 
wegung befindliche Steuerschieber einer Damp&naschine läfst sich trotz des grofsen 
auf ihm lastenden Dampfdruckes senkrecht gegen seine Bewegungsrichtung fast 
reibungslos yerschieben. 
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der Kadins der begrenzenden Engel. Die beiden Teilbewegungen sind 
je durch einen Pfeil angedeutet: die Drehung Q cos a dt um die Ver- 
tikale durch 0, welche sich in der Figur in den Mittelpunkt des Be- 
rührungskreises projiziert und die Drehung Q sin a dt um eine hori- 
zontale Axe durch 0, welche um den Eugelradius q oberhalb der 
Zeichenebene liegend zu denken ist und die sich in den Durchmesser 
DD projizieren mögen. Von diesem Durchmesser aus möge auch das 
Azimuth ß gemessen werden. 

Um die Reibungswirkung in einem beliebigen Punkte P feststellen 
zu können, mufs man die Bewegung dieses Punktes kennen. Sie setzt 
sich aus zwei Teilbewegungen 
du und dv zusammen; du ent- 
spricht der Vertikalkompo- 
nente des Rotationsvektors 
und ist tangential zum Be- 
rührungskreise gerichtet; dv 
entspricht der Horizontal- _ 
komponente desselben und 
liegt eigentlich nicht genau 
in der Zeichenebene. Viel- 
mehr ergiebt sich die ge- 
nauere Richtung von dv als 
das gemeinsame Lot auf 
der Horizontalkomponente des 
Rotationsvektors und dem 
kürzesten Abstände des frag- 
lichen Punktes P von der Axe jener Komponente. Sofern aber die 
Pfanne flach und daher der Radius a klein gegen den Radius q ist, 
ist die Neigung von dv gegen die Zeichenebene nur gering. Deshalb 
möge es gestattet sein, dv in die Zeichenebene fallend anzusehen. Im 
gleichen Sinne wird es erlaubt sein, den Abstand des Punktes P von 
der Axe der horizontalen Rotationskomponente ^ welcher eigentlich 
b = YÖ^ — a^ coB^ß ist, einfach gleich q zu setzen. Hiernach ergiebt 
sich als Ghröfse der Teilbewegungen 

du^Q cos a adt, dv =^Q sin a bdt =» Q sin uQdt. 
Die Gesamtbewegung von P folgt hieraus zu 

ds = Ydu^ + dv^ + 2du dv cos ß. 

In jedem Elemente dß des Berührungskreises tritt nun eine Reibungs- 
kraft W auf, deren Richtung der Richtung von ds entgegengesetzt ist 
nnd deren Grölse zufolge unserer Annahme über die Verteilung des 

87* 




Fig. 8S. 
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Gegendrnckes gleich (iB^ 'ist In der Figur ist TF f&r eine Anzahl 

aquidistanter Punkte der E[reisperipherie konstroiert Die Arbeit dieser 
Reibnngskraft wird gleich 



die Gesamtarbeit auf dem ganzen Berührungskreise daher gleich 

— /r 

Tragen wir den angegebenen Wert ffir ds ein^ so können wir schreiben: 

dÄ — — ^^-j^ — / dß ]/a*cos* a + p'sin* a + 2aQ cos a sin a cos /). 

Dies ist ein elliptisches Integral Statt ß führen wir ab Integrations- 
yariable y « ß/2 ein; xmser Integral nimmt dann die Form eines Le- 
gendreschen Integrab zweiter Gattung an; es wird nämlich: 

(5) d« - - iiBQ (acoBa + Qsma) dt^ fdyyi -k^sm^y, 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 

4-^tffa 
//»x 7 t 4 ao cosa Bin a a ^ 

(6) *»-^ 



(a COS a -|- ^ sin a)* 



('+i'««)" 



Der somit festgestellte Wert (5) der Beibungsarbeit unterscheidet sich 
aber von dem oben angegebenen Werte (2) nur durch den Faktor 



+«/« 



(7) iJdyyi-Ä«8mV-|^(*), 



WO die Bezeichnung E im Sinne von Legendre gebraucht ist. Die 
Kontrolle des Ausdrucks (2) wird also darin zu bestehen haben^ dals 
wir uns fragen^ inwieweit der letztgenannte Faktor von der Einheit 
abweicht. 

Zu dem Ende verzeichnen wir in Fig. 83 einerseits die 6r51se von 

2 

k, andererseits die von —E(k) ffir wechselnde Werte der Abscisse 
X — ~tga. 

Was zunächst die Linie ffir k betrifft; so zeigt man leicht, dals 
dieselbe ffir den Abscissenwert o; <— 1 ein Maximum besitzt; der zu- 
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gehörige Wert von k ist gleich 1, 
Äj» = i., *=.0,94, für Ä-4- ^*®^ ^ 



^ oder X — 2 enriebt sich 
^ 16 



Für 0? = 

4 wird*»-^, A«0,80, für 

8 fblgt * — 0,63 u. 8. f.; für a; « und a? =» oo wird 
gleicherweise i =» 0. Wir haben also bei o; = einen steilen Anstieg, 



a; = ~ oder a; 




Fig. 88. 



dann ein flaches Maximum und von hier aus einen asymptotischen 
Ab&U zu NulL 

Zur Verzeichnung der Linie für —Eijc) genügen etwa die den 
meisten Logarithmentafeln beigegebenen Tabellen der Ellipsenquadranten. 
Dieselben zeigen beispielsweise, dais für die soeben genannten Werte 
von * - 0,94, Jfc « 0,80, h =» 0,63 bezw. -| EQc) gleich wird 0,71, 0,81, 

2 

0,89. Für den maximalen Wert ä; » 1 hat — E (k) seinen Kleinstwert 
~ = 0,64, für Ä =- seinen Grofstwert 1. 

Nun entspricht der Abscissenwert x » 1 deijenigen Neigung a von 
Botationsaxe und Vertikaler, för welche tga=»— wird, wo also die 
Botationsaxe gerade durch die Peripherie des Berührungskreises hin- 
durchgeht. Dementsprediend bedeutet ein Abscissenwert x<l, dals 
die Botationsaxe das Innere des Berührungskreises trifft, während o; > 1 
heilst, dalSs sie aulserhalb daran vorbeigeht Wenn, wie wir voraus- 
setzen, der Berührungskreis klein ist, (a klein gegen p), so mu& die 
Botationsaxe schon merklich senkredit stehen, wenn sie die Peripherie 
des Berührungskreises treffen oder durch das Innere desselben hin- 
durchgehen soU. Zu allen einigermafsen betrochtlichen Neigungen der 
Botationsaxe gehören in unserer Figur grofse Werte der Abscisse x, 
mithin Werte von —EQc), die der Einheit nahe kommen. Auch im 
umgekehrten Falle, wenn die Botationsaxe dicht am Mittelpunkte des 
Berührungskreises vorbeigeht, wird der Wert von — E (Je) nahezu gleich 1. 

In diesen beiden I^en stinmit also unser jetziger Ausdruck (5) 
für die Beibungsarbeit mit dem früheren Ausdruck (2) merklich über- 
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ein. Unsere frühere Behandlung ist also gerechifertigt 1) wewn die Bo- 
iationsaxe einen merJdichen Winkel mit der Vertikalen hüdety 2) wenn 
sie fast genau mit dieser msammenfäUt. Nur Ton diesen beiden Fallen 
haben wir aber früher gesprochen, Ton dem ersten Falle in § 4 und 5 
(allmähliches Aufrichten der Figurenaxe durch die gleitende Reibung), 
von dem zweiten am SchluTs Ton § 3 (allmähliches Absterben der auf- 
rechten Ereiselbewegung infolge der bohrenden Reibung). Wenn da- 
gegen die Botationsaxe den Berührungskreis trifft oder in seiner Nahe 
innerhalb oder auljserhalb vorbeigeht, d. h. wenn o; = — tga weder sehr 
klein noch sehr grofs ist, mufs der frühere Arbeitsausdruck durch Hin- 
zufügung des Faktors — E (k) korrigiert werden, welcher im ungünstig- 
sten Falle {x = 1) jenen Ausdruck auf 64 7o des früheren Betrages 
herabsetzt. 

Es ist auch von unserem jetzigen Standpunkte aus zulässig und 
naheliegend, die gesamte Beibungsarbeit d^ in zwei Teile (2^ und 
d^ aufzulösen, Ton denen der eine dem augenblicklichen Drehwinkel 
um eine horizontale Axe Qsinadt'^dcOf^ proportional ist und Arbeit 
der gleitenden Beibung genannt werden kann und Ton denen der andere 
dem augenblicklichen Drehwinkel um die Vertikale Qsmadt =- dm^ 
proportional ist und Arbeit der bohrenden Beibung heifsen möge. Mit 
Benutzung der eben genannten Winkel köimen wir nach (5) und (7) 
schreiben 

d« = d«i + tiSCg = - iiB(Qd(Of^+ ado^) ^E{k) 
und köimen dementsprechend definieren: 



2 



kf 



(8) 

d%==^- fiBa -^ E (Je) d(o^. 

Diese Ausdrücke stimmen wieder mit den früheren Werten aus Gl. (1) 
überein, wenn —E(k) merklich gleich 1 ist, wenn also die Botations- 
axe entweder merklich Ton der Vertikalen abweicht oder wenn sie feust 
genau mit ihr zusammenfällt. Im ersten Falle ergiebt sich der frühere 
Schlufs, dafs die Arbeit der bohrenden Beibung klein gegen die Arbeit 
der gleitenden Beibung wird, dafs man also Ton der bohrenden Beibung 
näherungsweise absehen darf, wie wir es vermöge unserer Vernach- 
lässigung (11) thaten. Im anderen Falle ist umgekehrt die Arbeit der 
bohrenden Beibung die überwiegende. Tritt keiner dieser beiden Fälle 
ein, so sind die früheren Ausdrücke (1) durch Hinzufügung des Faktors 

2 

— E(k) zu korrigieren. 
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Es ist schlielj3lich durchaus folgerichtig, die Momente der gleüen- 
den wnd bohrenden Beibung Ton unserem jetzigen Standpunkte aus 
folgenderweise zu definieren. Man bemerke allgemein, dafs das Moment 
einer Kraft um eine Axe erklärt werden kann als das Verhältnis der 
Arbeit, welche die Kraft bei einer unendlich kleinen Drehung um die 
fragliche Axe leistet, zur Gröüse des Drehwinkek. In unserem Falle 
handelt es sich einerseits um eine horizontale Axe und den zugehörigen 
Drehwinkel dtOf^. Die in Betracht kommende Beibungsarbeit ist die 
Arbeit der gleitenden Reibung d%^. Wir definieren daher als Moment 
der gleitenden Beibung die Gröfse 

Andrerseits gehört zu der Drehung dfo^ um die Vertikale die Arbeit 
d% der bohrenden Reibung. Als Moment der bohrenden Reibung ist 
daher zu bezeichnen 

Diese Werte stimmen natürlich wieder mit den in § 3 pag. 550 an- 
gegebenen Werten von M^ und M^ überein, wenn die Rotationsaxe 
einen merklichen Winkel gegen die Vertikale bildet und zeigen uns 
überdies, wie die früheren Werte zu korrigieren sind, wenn jene Vor- 
aussetzung nicht erfüllt ist. Die negativen Vorzeichen, welche bei 
unserer jetzigen Definition zu den Ausdrücken für M^ und M^ hinzu- 
getreten sind, waren früher in der besonderen Festsetzung enthalten, 
daljs die Momente dem Sinne nach der zugehörigen Rotationskompo- 
nente entgegengesetzt sind. — 

Bevor wir unsere Betrachtungen über die Reibung beim Kreisel 
mit festem Stützpunkte beschlieDsen, wünschen wir nochmals auf das 
Experiment als den eigentlichen Wertmesser unserer theoretischen Re- 
sultate hinzuweisen. Wir haben häufig Versuche mit dem auf pag. 1 
abgebildeten, von Roz^ konstruierten Kreisel angestellt und konnten 
hierbei die vorstehend geschilderten theoretischen Ergebnisse in all- 
gemeinen Umrissen durchaus bestätigen. Dieses allerdings nur unter 
der Beschränkung, dafs der dem Kreisel ursprünglich erteilte Impuls 
hinreichend grofs war, einer Beschränkung, die aber auch unseren 
sämtlichen theoretischen Untersuchungen ausdrücklich zu Grunde ge- 
legt wurde. 

Bei nur mälsigem Impuls verlaufen die Erscheinungen lange nicht 
so typisch und durchsichtig wie bei starkem Impuls. AlaHann spielen 
offenbar störende Ursachen, die wir im Einzelnen nicht übersehen 
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können^ wie die besonderen Verhältnisse an der ünterstützungssteUe^ 
eine zu grofse Rolle gegenüber den eigentlichen Tnlgheitswirkungen, 
die wir allein theoretisch beherrschen. Die einfache schematische 
Beschreibung der Beibungseinflüsse^ die in den vorigen Paragraphen 
enthalten ist^ pafst auf solche Falle nicht^ und braucht auch nach 
den eingeführten beschränkenden Voraussetzungen darauf nicht zu 
passen. 

Ist aber der Impuls hinreichend stark^ so treten regelmäMg die 
öfters genannten Erscheinungen auf: Die Figurenaxe richtet sich auf^ 
indem sie einen Spiralkegel beschreibt, und zwar gleichviel ob der 
Schwerpunkt über oder unter der ünterstützungspfanne liegt; die 
Pracessionsgeschwindigkeit beschleunigt sich dabei; entsprechend Gl. (2) 
von pag. 570; Nutationen der Axe^ die man anfangs etwa absichtlich 
durch einen Schlag erzeugt hat; sterben in dem MaTse ab; wie sich die 
Figurenaxe der aufrechten Stellung nähert. 

Trotzdem läfst eine solche allgemeine Bestätigung der Theorie noch 
viel zu wünschen übrig; da sie über die quuititativen Verhältnisse 
nichts besagt Zu einer gründlichen experimentellen Bestätigung wäre 
es erforderlich; zunächst die Masse und Massenverteilung des Versuchs- 
kreiselS; also die Grölsen M, P^Ä^C durch Wägung und Schwingungs- 
beobachtung zu bestimmen; femer den ursprünglichen Wert sowie die 
Abnahme der Umdrehungszahl und somit indirekt die Grofse des Im- 
pulses N durch stroboskopische Methoden während des einzelnen Ex- 
perimentes festzustellen und endlich die wechselnden Lagen des Kreisels 
zuverlässig zu registrieren. 

Wir sind uns wohl bewufst; dafs nach dieser Richtung hin unsere 
Behandlung sehr lückenhaft ist und wünschen dringend; dafs in künf- 
tigen Untersuchungen zur irdischen Dynamik die experimentelle Prüfung 
und die mathematische Überlegung mehr als gleichwertige und gleich- 
unentbehrliche. Faktoren neben einander behandelt werden möchten. 



§ 7. Einflufs des LnftwiderstandeB auf die Kreiselbewegong. 

Neben der Reibung wirkt offenbar auch der Luftwiderstand bei 
der Ereiselbewegung als eine Enei^e verbrauchende Ursache mit. In- 
dem der Kreisel die umgebende Luft in Bewegung setzt und indem 
sich diese Bewegung teils weiter entfernten Luftschichten mitteilt; teils 
durch die Reibung zwischen ungleich bewegten Schichten verzögert wird, 
fliefst dauernd Bewegungsenergie von der bew^ten Kreiselmasse in das 
umgebende Mittel ab. Dieser Umstand kann nicht umhiu; auf die 
Kreiselbewegung selbst zurückzuwirken. 
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Die Gröfse des Einflusses wird verschieden sein je nach der Form 
des Ejreisels und nach der Art seiner Bewegung. Mit einer Yer- 
gröiserung der Oberfläche wird der Einflufs im allgemeinen wachsen, 
mit einer Vermehrung der Masse bei gleichbleibender Oberfläche ab- 
nehmen. Ein Kreisel Ton grolsen Dimensionen wird daher vom Luft- 
widerstande weniger in Mitleidenschaft gezogen werden, wie ein 
geometrisch-ahnlicher Kreisel von kleineren Abmessungen, weil das 
Verhältnis Bauminhalt (oder Masse) zu Oberfläche bei jenem grolser 
ist wie bei diesem. Hat der Kreisel, wie es bei pneumatischem An- 
trieb der Fall ist, Schaufeln, gegen welche der antreibende Luftstrom 
gelenkt wird, so wird beim weiteren Bewegungsverlauf der verzögernde 
Einflufs der Luft erheblich gröIser sein wie bei einem Körper mit 
glatter Oberfläche etc. 

Auch die Art der Bewegung nimmt auf die Wirkung des Luft- 
widerstandes Einfluls. Hat die Oberfläche Rotationssymmetrie um die 
Figurenaxe, so wird sich der einfachen Drehung um die Figurenaxe 
nur ein geringer Luftwiderstand entgegensetzen. Dagegen wird die 
fortschreitende Bewegung der Figurenaxe in höherem Grade durch den 
Luftwiderstand behindert werden, und zwar die schnellen Nutationen 
wieder in höherem Grade wie die langsame Präcessionsbewegung. Man 
wird also erwarten dürfen, dafs die Nutationen in schnellerem Zeitmals 
abklingen wie die langsame Präcessionsbewegung und diese wieder 
schneller wie die Eigendrehung um die Figurenaxe, dafs überhaupt 
durch den Luftwiderstand und ähnlich durch die anderen Energie- 
verzehrenden Wirkungen allemal auf eine Ausgleichung der ursprüng- 
lich vorhandenen ünregelmäfsigkeiten und auf eine Vereinfachung der 
Bewegungsform hingearbeitet wird. 

Wie man hiernach sieht, ist das Problem des Luftwiderstandes 
reichlich kompliziert Um es in Strenge zu behandeln, wäre es nötig, 
neben den Differentialgleichungen der Kreiselbewegung die h7drod3^na- 
mischen Gleichungen für die Bewegung des umgebenden Mittels in 
ihrem wechselseitigen Zusammenhange zu berücksichtigen, wie schon 
gelegentlich des ähnlichen ballistischen Problems (pag. 535) bemerkt 
wurde. Wir kämen dabei zu einer Aufgabe wie sie unter dem Namen 
„Bewegung eines Körpers in einer Flüssigkeit^' von mathematischer 
Seite vielfach behandelt worden ist*), nur dafs die grundlegende 
Voraussetzimg aller einschlägigen Behandlungen, dafs nämlich die 
Flüssigkeit inkompressibel und reibungslos sei und dafs ihr durch den 



*) Eine zusammenfassende Darstellong der betr. Arbeiten giebt A. E. H. Love 
in der Encyklopädie der mathem. Wissensch. Bd. lY, Art. 16, Hydrodynamik n. 
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Körper eine Bewegung mit Geschwindigkeitspotential erteilt werde, 
fallen zu lassen wäre, da sie den Verhältnissen des Luftwiderstandes gar 
zu schlecht entspricht. Mit dieser Voraussetzung fällt aher auch die 
Möglichkeit einer strengen und eleganten mathematischen Behandlung. 
Wir müssen daher auf eine Untersuchung des Luftwiderstandes im 
Anschlufs an die Torhandene mathematische Litteratur von vornherein 
verzichten. 

Unsere Behandlung soll vielmehr derjenigen nachgebildet sein, 
die der Physiker bei der Bestimmung der durch Luftwiderstand ge- 
dämpften Pendelschwingungen, der Schwingungen einer Galvanometer- 
nadel mit magnetischer oder Flüssigkeitsdämpfung etc. einzuschlagen 
pflegt Man nimmt hierbei an, dafs man die Dämpfungswirkung 
wenigstens bei kleinen Ausschlägen dadurch hinreichend genau berück- 
sichtigen könne, dals man der Bewegungsgleichuug ein der augen- 
blicklichen Geschwindigkeit proportionales Glied hinzufügt Ahnlich 
woUen wir annehmen, dafs die Wirkung des Lußwiderstcmdes auf die 
Kreiselbewegung annähernd durch eine der augenblicldichen Botations- 
geschunndigkeit Q nach Gröfse und Axe proportionale entgegengerichtete 
Drehkraft beschrieben werden kann. Lösen wir etwa Q nach den drei 
Hauptaxen des Körpers in die Komponenten p, g, r auf, so werden 
wir also die Komponenten des Luftwiderstandsmomentes nach eben 
jenen Axen gleich — Aj), — Ag, — Ar setzen. Vielleicht wäre es an- 
gezeigt, den Koeffizienten von r kleiner zu wählen als die von p und 
g, also die Komponenten des Momentes gleichzusetzen —^iP, -^ ^Q, 
— Ajf (A2<Ai), weil durch die Drehung um die Figurenaxe, wie oben 
bemerkt, die Luft weniger mitgenommen wird, wie durch eine Drehung 
der Figurenaxe um eine dazu senkrechte Axe. Da aber unser Ansatz 
auch dann nicht beanspruchen könnte, den Verhältnissen der Wirk- 
lichkeit genau zu entsprechen, so werden wir uns mit der zuerst 
genaimten weitgehenden Schematisierung des Ansatzes begnügen, der 
übrigens f&r Späteres eine besondere Bedeutung hat. Femer werden 
wir natürlich von allen sonstigen Beibungseinflüssen jetzt absehen. 

Wir wollen uns zunächst fragen, wie die Bewegung des kräfte- 
freien Kreisels (Poinsot-Bewegung) durch den so au%efaXsten Luft- 
widerstand modifiziert wird. Die Behandlung wird hier sehr einfach. 
Bei der Poinsotbewegung gehen wir am besten von den Eulerschen 
Gleichungen (vgl. pag. 142) aus, die sich für den symmetrischen 
Kreisel (B = Ä) unter Hinzufügung unserer Luftwiderstandsglieder 
folgendermafsen schreiben: 
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Aus der letzten Gleichung erkennt man zunächst, dafs die Eigen- 
rotation r nach dem folgenden Gesetz Ton ihrem Anfangswerte r^ aus 
(entsprechend ^ == 0) abnimmt: 

(1) r = r,e '. 

Die beiden ersten Gleichungen fEissen wir nach Multiplikation mit 1 
und i zu der komplexen Gleichung zusammen: 

(2) A^^p^^{G-Ä)ir{p + iq)-Xis + iq). 

Durch Division mit p + ig, iind Eintragung des Wertes von r aus (1) 
ergiebt sich: 

dt I— *^o« "A 

und durch Integration: 

log(p + i3) = --j- ^— x*^o« ^ + const. 

Bestimmen wir noch die Integrationskonstante durdi die Anfangs- 
werte j^^, q^^ so können wir schreiben: 

Xt 

(3) l) + iff = Oo + i?o)e ^ ^ ^ 

Man erkennt hieraus, dafs der absolute Betrag von j) -f tg, d. i, 
die Länge der äquatorialen Komponente des Drehungsvektors nach 
einem ähnlich eiufEU^hen Gesetz abnimmt wie die Eigenrotation r. Man 

hat nämlich 

u 

(4) |^MT* = yV + 2o'«"^- 

Bezeichnet man femer mit a denjenigen Winkel, den die genannte 
Komponente mit ihrer Anfangslage einschliefst, indem man setzt: 

so ergiebt sich aus (3) fQr a der Wert 

(5) «=£^^^„(l_e-^). 

Nach den Gleichungen (1), (4) und (5) läJst sich nun der allgemeine 
Charakter der Bewegung folgendermaisen schildern: SowoM die Kompo- 
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nente des Botationsvektors nach der Figurenaoce wie die dazu senkrechte 
äquatoridle Komponente werden dv/rch den Luftwiderstand stetig bis (mf 
NuU verkürd; die Zeitdauer dieses Vorganges ist unendlich; die Anzahl 
der Umgänge, weiche der BotaHonsvektor unterdessen um die Figurenaxe 
(msßihrt, ist endlich und berechnet sich aus (5) zu 

a^ C — A C rp 
2n AI 29r^ 

sie ist um so gröfser^ je gröfser die anföngliohe Eigenrotation war 
nnd je kleiner die Dämpfungskonstante X ist; mit verschwindendem X, 
wo die Bewegung eine reguläre Pracession wird, wächst jene Zahl^ 
wie es sein mufs^ ins unendliche. 

Interessante Unterschiede ergeben sich je nach dem Verhältnis 
der Hauptträgheitsmomente Ä und C, Wir bestimmen etwa die je- 
weilige Neigung ß des Rotationsvektors gegen die Figurenaxe^ indem 
wir nach (1) und (4) bilden 



Führen wir noch die anfängliche Neigung ß^ ein, so können wir auch 
schreiben: 

(6) tg/} = tg/Jo6 ^^ ''. 

Der Winkel ß wächst hiemach kontinuierlich an oder nimmt ständig 
ab; je nachdem G kleiner oder grolser als A ist. Die Botationsaxe 
streit in jedem FaUe einer Axe gröfsten Hauptbrägheitsmomentes zu, im 
FaUe des abgeptatteten Trägheitsdlipsoides {C> A) der Figurenaxe, im 
FaUe des verlängerten TrägheitseiUipsoides (C<A) einer ägwUorialen 
Axe, Im Falle des Eugelkreisels; wo jede Axe als Axe eines gröfsten 
Hauptträgheitsmomentes aufgefafst werden kann, wird die Rotationsaxe 
durch den Luftwiderstand natürlich überhaupt nicht umgeli^ert; hier 
besteht vielmehr die einzige Wirkung desselben in einer allmählichen 
Schwächung der Rotationsgeschwindigkeit. 

Den Unterschied zwischen beiden Fallen können wir noch deut- 
licher beschreiben, wenn wir an den Verlauf des Polhodiekegels denken. 
Im FaUe C> A verengert sich der Tolhodiekegd im Verlaufe der Be- 
wegung und zieht sich schliefslich auf die Figurenaxe zusammen, nach- 
dem er sie eine endliche AnzcM von Malen umsMamgen hat; im FaUe 
C <A erweitert er sich und läuft, abermals nach einer endlichen Anzahl 
von Umgängen, in die Äquatorebene des Kreisels fächerartig aus*). 

*) Hätten wir den oben genannten allgemeineren Ansatz gemacht, bei 
welchem zwischen l^ nnd X^ unterschieden wird, so würden wir als Bedingung 
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Wir wollen etwa, nm beide Fälle durch eine Figur veranschaulichen 
zu können, den Polhodiekegel mit einer im Körper festen Ebene schneiden, 
die wir im Abstände 1 Ton senkrecht zur Figurenaxe legen. Nennen 
wir den Durchstofsungspunkt jener Ebene mit der Figurenaxe (X, den 
mit der augenblicklichen Botationsaxe P, so ist die Entfernung q »= <7P 
mit tg /), ihr AnÜErngswert Qq mit tg ß^ identisch. Der Winkel, um den 
sich der Vektor (XP gegen seine Anfangslage (/P^ gedreht hat, ist 
der oben berechnete Winkel a Die entstehende Eurre der aufeinander 
folgenden Punkte P, d. h. die Spur des Polhodiekegels in der Zeichen- 
ebene, wird also in Polarkoordinaten durdi q und a bestimmt. Führen 
wir als eine bequeme Zeiteinheit die Dauer t einer vollen Ejreisel- 
umdrehimg zu Beginn der Bewegung ein, so wird r^ = — Benutzen 

C tx 

wir überdies für die reinen Zahlengröfsen x "~ ^ ^^^ Ü" ^® ^^~ 

kürzungen y und d, so können wir (6) und (5) folgendermaCsen schreiben: 





Flg. 84. 



Piff. 85. 

In den Figuren 84 und 86 haben wir y = ± y, ' "^ lo ^^^^^^^^^^^ 
Die Anzahl der umlaufe unserer Kurve um 0' wird 5, die Zeit, in 
der der Abstand q auf den e^ Teil seines Anfangswertes verkürzt 
bez. auf das e-fache angewachsen ist, wird t^20t. Beide Kurven 

f&r eine Yerengerung bez. Erweiterung des Polhodiekegels die folgende erhalten 
^^^' X,C>X^Ä bez. l,G<X^Ä, 

Es könnte hiemaeh unter umständen vorkommen, dais die Botationsaxe der 
Figurenaxe zustrebt, auch wenn dieselbe keine Axe gröfsten Hauptträgheits- 
momentes ist. 
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können als Spirallinien bezeichnet werden, stimmen aber nicht genau 
mit einer der bekannten Spiralformen überein. 

Übrigens können wir uns auch ohne Rechnung Ton der gegen- 
sätzlichen Wirkung des Luftwiderstandes im Falle C> A und C <,Ä 
Rechenschaft geben. Wir knüpfen dabei an die Figuren 86 und 87 




Fig. 86. 




Fig. 87. 



an, welche zunächst ebenso wie die Figuren 14 und 13 von pag. 107 
und 106 zum Ausdruck bringen, dafs im Falle eines abgeplatteten 
Trägheitsellipsoides C> Ä der Impulsvektor zwischen Figurenaxe und 
Rotationsvektor liegt, dafs dagegen im Falle eines verlängerten Träg- 
heitsellipsoides der Rotationsvektor zwischen Impuls- und Figurenaxe 
enthalten ist. Nun besteht nach unserer Grundannahme die Wirkung 
des Luftwiderstandes in einem Moment, welches dem Drehungsvektor 
nach Gröfse und Axe proportional ist. Dieses haben wir mit dem 
jeweiligen Impulsvektor zusammenzusetzen, indem wir entgegengesetzt 
parallel zu der Richtung des Rotationsvektors an den Endpunkt des 
Impulsvektors einen Pfeil von der Länge XQAt antragen. In Fig. 86 
wird der Impulsvektor hierdv/rch der Figmenaoce genähert y in Fig. 87 von 
ihr entfernt. 

Der abg^nderten Lage und Gröüse des Impulses entspricht auch 
eine etwas andere Ls^e der Rotationsaxe und eine etwas verschiedene 
Gröfse der Rotationsgeschwindigkeit. In den Figuren ist die geometrische 
Konstruktion angedeutet, durch welche nach Früherem die Richtung 
der Rotationsaxe aus der der Impulsaxe bestimmt werden kann. Wir 
haben nun die obige Konstruktion zu wiederholen, indem wir das 
Moment des Luftwiderstandes entsprechend der abgeänderten Lage und 
Gröise der Rotationsaxe dem Impuls hinzufügen. Wie man sieht föhrt 
hierbei der Impuls und gleichzeitig auch der Rotationsvektor fort, sich 
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in Flg. 86 der Pigurenaxe zu nähern, in Fig. 87 sich von ihr zu ent- 
fernen; gleichzeitig nimmt Impuls und Rotation an Gröfse ständig ab. 

Um dies Verfahren streng zu machen, müfste man natürlich das 
zu Grunde gelegte Zeitintervall A^ unbegrenzt abnehmen lassen, so 
dafs der Endpunkt des Impulses nicht einen gebrochenen Linienzug 
sondern eine kontinuierliche Kurve im Körper beschriebe. Überdies 
wäre es nötig, die Änderungen zu berücksichtigen, die der Impuls im 
Körper vermöge der „resultierenden centrifugalen Drehkraft^' erfährt 
(vgl. pag. 144). Da aber diese nach Axe und Gröfse gleich dem 
vektorieUen Produkt aus Impuls- und Rotationsvektor ist, so steht sie 
auf der Ebene unserer Zeichnung anfangs senkrecht und beeinflulst 
weder die Gröfse des Impulses noch seine Neigung gegen die Piguren- 
axe. Die Wirkung jener Drehkraft besteht vielmehr nur darin, dafs 
die zusammengehörigen Lagen von Impuls- und Rotationsaxe um einen 
mit fortschreitender Bewegung wachsenden Winkel aus der Zeichen- 
ebene herausdrehen werden, derart dafs der Endpunkt des Impulses 
nicht eine ebene, sondern eine um die Pigurenaxe spiralig gewundene 
Kurve beschreibt. Die genaue Gestalt dieser Kurve ist im übrigen in 
den obigen Rechnungen enthalten, da sich ja die Koordinaten des 
Impuls -Endpunktes relativ zum Körper nur durch die Paktoren A und 
von den Komponenten i>, g^, r des Rotationsvektors unterscheiden. 

Aber auch die Gestalt der vom Impuls -Endpunkt im Bjaume be- 
schriebenen Kurve ist nach dem vorstehenden im wesentlichen klar. 
Gegen den Raum verschiebt sich der Impuls -Endpunkt jeweils entgegen- 
gesetzt parallel der Rotationsaxe. Diese selbst nähert sich nach | 
den vorigen Figuren mehr und mehr der Impulsaxe und dreht sich 
überdies um deren augenblickliche Lage, da sich die Pigurenaxe 
um die augenblickliche Lage der Rotationsaxe dreht und durch 
die Lage von Figuren- und Impulsaxe auch die Lage der Rota- 
tionsaxe bestimmt ist. Man schliefst hieraus, dafs der Endpunkt 
des Impulsvektors im Raum eine Schraubenlinie von abnehmender 
Weite der Windungen um eine gewisse mittlere Richtung be- 
schreiben mulis, wie sie etwa durch die nebenstehende Figur*) 
schematisch angedeutet wird. Der Impulsvektor bleibt also nicht 
wie bei der idealen Poinsot-Bewegung im Räume genau konstant, Fig. sa. 
wohl aber bleibt seine mittlere Richtung konstant und die Schwankungen 
um die mittlere Lage nehmen im Verlauf der Bewegung ab. 

Die Bewegung der Pigurenaxe im Räume erweist sich wieder für 



*) Die Spirallinie geht natürlich abwechselnd hinter nnd vor der Mittellinie 
vorbei, was in der Figur nicht deutlich genug zum Ausdruck kommt. 
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die beiden Fälle C> Ä und < ^ gnmdsatzlich yerschiedeiL Im 
ersteren Falle strebt die Figurenaxe einer Richtung za^ die mit der 
scUiefslichen Richtung der Rotationsaxe, also auch mit der der Im- 
pulsaxe übereinstimmt; im letzteren Falle steht sie schlielslich senkrecht 
auf diesen Richtungen. Bezeichnen wir also etwa die mittlere Richtung 
der Impulsaxe im Räume als die Vertikale so können wir si^en: Bei 
dem abgeplatteten Kreisel wird die Figurenaxe durch den Lußunderstand 
aufgerichtet, bei dem verlängerten wird sie gesenkt. Nachdem die Be- 
wegung erloschen isi^ d. h. nach unendlich langer Zeit steht die Figuren- 
axe im ersten Falle yertikal^ im zweiten horizontal. 

Mit Rücksicht auf den Luftwiderstand müssen wir unsere frühere 
Stabilitätsunterscheidung beim symmetrischen Kreisel (vgl pag. 132 
und 133) einer grundsätzlichen Revision unterziehen. Wir sagten früher: 
die gleickförmige Botation um die Figurenaxe ist eine stabile, die um 
eine äquatoriale Axe eine labile Bewegungsform. Beides ist nur halb 
richtig, wenn wir an die Wirkung des Luftwiderstandes denken. Wir 
erteilen dem Kreisel eine Rotation genau um die Figurenaxe. Diese 
ist auch bei Berücksichtigung des Luftwiderstandes eine mögliche per- 
manente Bewegungsform, insofern als die Rotationsaxe im Körper und 
im Räume imgeändert bleibt und nur die Rotationsgeschwindigkeit all- 
mählich abnimmt. Fand die anfängliche Rotation aber nicht genau 
um die Figurenaxe statt oder wird sie durch einen Zusatzimpuls etwas 
abgelenkt; so verhält sich der abgeplattete Kreisel umgekehrt wie der 
verlängerte. Beim abgeplatteten Kreisel strebt die Rotationsaxe ver- 
möge des Luftwiderstandes, sich mit der Figurenaxe zu vereinigen, und 
steht alsbald merklich im Räume still. Beim verlängerten Kreisel entfernt 
sich die Rotationsaxe, wenn sie an&ngs auch nur beliebig wenig von der 
Figurenaxe abwich, mehr und mehr von dieser, desgleichen die Impuls- 
axe. Oder, anders ausgedrückt: Die Figurenaxe, die anfEmgs merklich 
mit der Rotations- und der Impulsaxe zusammenfiel, stellt sich im Ver- 
laufe der Bewegung schliefslich senkrecht dazu. Wir erkeimen so: 
Die BotaHon um die Figurenaxe ist mit Bäcksicht auf den Luftwider- 
stand hei dem abgeplatteten KreiseL stabil, bei dem verlängerten labü. Das 
Umgekehrte gilt für die Rotation um eine äquatoriale Axe. 

Die vorstehenden Ausführungen decken sich, soweit sie analy- 
tischen Charakters sind, teilweise mit Überlegungen, welche Stone*^) 
im EUnblick auf die Entwickelungsgeschichte der Erde angestellt hat 
Von geologischer Seite ist vielfach die Hypothese ausgesprochen, dab 

*) On the poBsibility of a change in the position of the earth*8 axis dne to 
a frictional action connected with the phenomena of the tides. Monthly notices 
of the astronomical Society, London, März 1867. 
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die Rotationsaxe der Erde in früheren geologischen Perioden einmal 
eine andere Lage im Erdkörper gehabt haben möge. Läfst sich diese 
Annahme mit der Thatsache, dafs die Rotationsaxe jetzt fast genan 
mit der Polaraxe zusammenfallt, auf Gbmnd einer Reibnngswirkung 
von der Art des hier Torausgesetzten Luftwiderstandes (Gezeiten- 
reibung) yereinen? Da die Erde ein abgeplatteter symmetrischer 
Kreisel und ihre Polaraxe eine Axe gröfsten Hauptträgheitsmomentes 
ist, wäre es nach dem Vorhergehenden an sich möglich. Lidessen 
werden wir im nächsten Kapitel mit Rücksicht auf die zahlenmäfsigen 
Umstände des Vorganges zu einer negativen Beantwortung der ge- 
stellten Frage geführt werden. — 

Wir erg^mzen die obigen Betrachtungen nunmehr durch Berück- 
sichtigung der Schwere. Dafür wollen wir aber im Folgenden von der 
Ungleichheit der Trägheitsmomente absehen, also einen schweren Kugd- 
kreisel betrachten. Während bei dem kräfte&eien Kugelkreisel die Ro- 
tation auch bei Berücksichtigung des Luftwiderstandes dauernd um eine 
im Raum und im Körper feste Axe stattfindet, wird beim schweren 
Kugelkreisel das Endergebnis sein müssen, dab die durch gehende 
Schwerpunktsaxe schließlich in allen Fallen senkrecht nach unten weist. 
Den Prozefs, durch welchen dieses erzielt wird, werden wir i^erungs- 
weise darzulegen haben. 

Bei dem schweren Kreisel ist es, wie öfter bemerkt, bequem, die 
Eulerschen Winkel und die Lagrangeschen Gleichungen zu benutzen. 
Wir bestimmen zunächst die in den Lagrangeschen Gleichungen vor- 
kommenden Komponenten (oder Momente) des Luftwiderstandes hin- 
sichtlich der drei Koordinaten 9, iff, d: Sie mögen 0, V, 6 heüsen 
und sind den senkrechten Projektionen des Drehungsvektors (oder des 
in Fig. 76 verdeutlichten, aus den Strecken 9', V^', ^' bestehenden 
Linienzuges) auf die Figurenaxe, die Vertikale und die Knotenlinie 
proportional. Nennt man den Proportionalitätsfaktor wie früher A, so 
findet man nach Fig. 76: 

(8) - - A (9 + ^'cos^), V - - A (^' + y'cos^), G - - k»\ 

Die zugehörigen Impulskomponenten heifsen N, n und [6]; wie z. B. 
aus den Gl. (2) des vierten Paragraphen hervorgeht, hat man im Falle 
des Kugelkreisels: 

(9) N^A {ip -f V^'cos %), n = Ä {i/ + 9' cos d), [G] = Ad^'. 

Die Lagrangeschen Gleichungen lauten, wenn T die lebendige Kraft 
des Kugelkreisels bedeutet: 

Klein-Sommerfeldy Kreitelbewegnng. 3S 
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Mit Rücksicht auf (8) und (9) und den in Gl. (4) des vierten Para- 
graphen angegebenen Wert von dT/dd' können wir schreiben: 

(lö) U Ä^'Tt Z"' 

(11) A»" + A»' ^ Psin» - 0-^co^^Hf^-nco,») . 

Die Gleichungen (10) bedingen, ähnlich wie beim kraftefreien Kreisel, 
eine exponentielle Abnahme der Impulskomponenten nach dem Gesetze: 

(12) N^N^e ^, n^^n^e ^; 

das Verhältnis beider Komponenten bleibt dabei konstant; denn es ist 
N:n = NqIHq. Indem wir die Werte (12) einsetzen, vereinfacht sich 
(11) wie folgt: _^ 

(13) A»"+X»' = PBm»-e ^ (n, - N, cos^)^^- n, cos ») ^ 

Wir gehen hier wie bei dem früheren Reibungsproblem auf ,;Prä- 
cessions- ähnliche Bewegungen^' aus. Da bei der regulären Präcession 
d" = const. ist, wollen wir jetzt nach solchen Bewegungen fingen, für 
die -ö-' und -ö-" klein sind. In erster Näherung setzen wir daher die 
linke Seite gleich Null und folgen damit einem Verfahren, welches 
als „Methode der langsamen Bewegungen'^ aufserordenüich viele be- 
wufste oder unbewufste Anwendungen auf allen Gebieten findet. Der 
Sinn dieses Verfahrens besteht darin, dafs man eine hinreichend lang- 
same Bewegung näherungsweise als eine Aneinanderreihung von Gleich- 
gewichtslagen auffalst, dals man also von der Trägheit des Systems, 
die offenbar um so weniger ins Gewicht fällt, je langsamer die Be- 
wegung ist, absieht. Dies Verfahren liefert in vielen Fällen eine 
brauchbare erste Annäherung an den wirklichen Bewegungsverlauf, eine 
Annäherung, die wir im vorliegenden Falle durch Berechnung einer 
zweiten Näherung kontrollieren werden. 

Wir bestimmen also cos ^ als Funktion von t aus der Gleichung: 

(14) (^ - cos*) (f - cos*) = ^^ sin^^e"^ . 

Wir setzen einen starken Anfangsimpuls voraus, nehmen also an, dafs 
äP/Nq^ klein sei; von derselben Grö&enordnung ist ÄP/n^NQ. Fällt 
der AnfEtngsimpuls überdies nahezu in die Richtung der Figurenaxe, 
so wird i^q/Nq ein echter Bruch, der etw^ dem Cosinus eines Hül&- 
winkels ^^ gleichgesetzt werden kann. Wir unterscheiden den Anfang 
der Bew^fung (t klein) und das Ende derselben (t sehr grols). 

a) t Jdem, Die rechte Seite von (14) ist wegen äP/uqNq klein; auf 
der linken Seite mufs daher einer der beiden Faktoren ebenfalls klein sein. 
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Dies kann nur der Paktor -^- — coe^ = cos^^ — cos^ sein. Wir setzen 
dementsprechend cos^ == cos^q + s und vernachlässigen höhere Potenzen 
von €. Aus (14) folgt: 



%xt 



und 



AP . o^ T 



AP 



iXt 



(15) cos Ö" = cos^o ■" lö^ sin^^QÖ "* . 

Mit dem gleichen Qrade der Annäherung gilt: 

iXt 
(150 »=^», + ^sin»^e\ 

Wir schliefsen daraus^ daJs zu Beginn der Bewegung d' wächst^ die 
Figurenaze also sich senkt; wenn P positiv ist; d. h. wenn der Schwer- 
punkt auf der positiven Figurenaxe liegt. Im umgekehrten Falle nimmt 
d' ab; die Figurenaxe hebt sich alsO; während die SchwerpunktsaxC; die 
mit der negativen Figurenaxe identisch ist; sich senkt Der Anfangs- 
wert d' stimmt ungefähr mit uAserem Hülfswinkel d'^ überein. 

2Xt 

AP "J" 
b) t grofs. Das Produkt — jj-e wird beliebig grofS; wenn t über 

alle Gbrenzen wächst. Da die linke Seite von (14) endlich bleibt; muis 
sin^ mit wachsendem t klein werden; cos-Ö* wird daher gleich ± 1. 
Für cos ^ = + 1 wird die linke Seite von (14) gleich 



för cos -^ = — 1 wird sie gleich 



(JV.-«.)» 


n,N, ' 


L 



Vergleicht man die Vorzeichen der rechten und linken Seite in (14); 
so erkennt man, dafs cos ^ = + 1 im Falle P<0; cos^ = — 1 im 
Falle P > gili In beiden FäUen ist die Schwerpunktsaxe g^en 
Ende der Bew^nng senkrecht nach unten gerichtet Die formelmäfsige 
Darstellung von %' gegen Ende der Bewegung lautet daher: 



(16) 



P>0 801* = « — «• 



-n 



+ ^0 



P<0 



siu'^ 



y v^^TÄP 



Xt_ 



AI 

'%A 

38* 




Fig. 89. 
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Der graphische Verlauf der durch (14) bestimmten Abhängigkeit 

zwischen d- und t wird schematisch durch die beiden Kurven der Fig. 89 

veranschaulicht 

Natürlich ist es noch keineswegs ausgemacht^ dafs unsere durch 

ziemlich willkürliche Yemachlässigung einiger Glieder der Differen- 
^ tialgleichung (13) gefundenen 

^••^H * Formeln den wirklichen Ver- 
lauf der Pracessions-ähnlichen 
Bewegung approximieren. Jeden- 
falls ist hierzu noch der Nach- 
weis erforderlich^ dais die ver- 
nachlässigten Glieder thatsach- 
lich klein gegenüber den bei- 
behaltenen ausfallen. Indem 
wir jetzt nachträglich diesen 

Nachweis liefern^ werden wir gleichzeitig die Möglichkeit zeigen^ die 

bisherigen Annäherungen schrittweise zu verbessern. 

a) t Mein. Wir berechnen die linke Seite der 61. (13) auf Gnmd 

der Formel (15'). Es ergiebt sich 

(17) A»" + ^^' =" ¥ • ^ sin^o«"" • 

Das Verhältnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede der rechten 
Seite von (13)^ welches wir näherungsweise gleich Psind-^ schreiben 

können, wird 

%u 

Die Qröfsenordnung dieses Verhältnisses wird, da bei kleinem t die 
Exponentialgröfse nur mäfeige Werte hat, durch die Zahl X^/N^^ be- 
stimmt. Zufolge der Einführung des Proportionalitätsfaktors X bedeutet 
aber 2ytX denjenigen Zusatzimpuls, welchen der Luftwiderstand bei einer 
vollen Umdrehung um irgend eine Axe ausübt. Wir dürfen annehmen, 
dals dieser erheblich kleiner ist, als der Eigenimpuls des Kreisels oder 
anders ausgedrückt, dafs die Trägheitswirkungen der Luft äuGserst ge- 
ring sind verglichen mit den Trägheitswirkungen des Kreisels. Unsere 
Kontrolle der obigen Näherungslösung hat also ein befriedigendes Er- 
gebnis gehabt, da sie zeigt, dafs die vernachlässigten Glieder der 
Differentialgleichung in der That von geringerer Ordnung wie die bei- 
behaltenen waren. 

Die bisherige Lösung läCst sich jetzt leicht durch Berücksichtigung 
der linken Seite von (13) korrigieren. Wir setzen, aufser in dem Aus- 
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schlag gebenden öliede n^ — N^cos^, überall in 61. (13) unsere erste 
Näherung (15) ein; ftir die linke Seite benutzen wir dabei den Aus- 
druck (17); auf der rechten Seite haben wir nach (15) zu setzen: 

sin^ =» sin^0 ( 1 + ^^ , cos^^e "* K 

1 + -j^ cos d^o e ^ I. 

Nach einigen formalen Yereinüftchungen und bei Yemachlassigung 
höherer Potenzen der kleinen Glieder finden wir 



no-iVoCOs^ = ^-sm*^o« ]} -^ \^-v ^^^^--^Y 
und hieraus: 

%Xt l %Xi \ 

(18) cos^==cos^o-^8in*do«^ U +(^^^^^0-^)^ ^ )• 

Dies ist die gesuchte Korrektion von (15) ^ die wir als eine zweite 
Näherung anzusehen haben, da nunmehr die Quadifate und Produkte 
der kleinen Qrofsen APjN^ und X^/N^ beibehalten sind. Ersichtlich 
enthält unser Verfahren den Keim zu einer beliebig fortzusetzenden 
Potenzentwicklung nach eben jenen kleinen Grofsen; wir brauchten nur, 
um zu dieser zu gelangen, aus der zweiten Näherung eine dritte etc. 
zu berechnen. Mit wachsendem t würde sich die Konvergenz der Ent- 
wickelung yerschlechtem, da in (18) die Potenzen der genannten kleinen 
Grö&en von den entsprechenden Pot^izen des Faktors e*^'/"* begleitet 
werden. Aus diesem Grunde und wegen der Umständlichkeit der so 
entstehenden Formeln begnügen wir uns mit der zweiten Näherung. 

b) t grofs. Auch hier gilt es zunächst, nachzuweisen, dafs in 
Gl. (13) die linke Seite bei der Aufstellung der Näherungslosung (16) 
yemachlässigt werden durfte. Wir berechnen zu dem Ende die yer- 
nachlässigten Terme nach Gl. (16) und finden, je nachdem P ^ ist. 

Das Verhältnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede Psiu'd* der 
rechten Seite von (13) beträgt 

Wir dürfen annehmen, dalk X^ klein ist gegen die gleichbenannte Gböijse 
AP, was etwa auf die Annahme hinauskommt, dais der Einflufs des 
Luftwiderstandes auf die Kreiselbewegung klein ist gegenüber der 
Schwerewirkung. Jedenfalls ist unter der genannten Annahme die 
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Vernachlässigung der linken Seite von (13) in erster Näherung ge- 
rechtfertigt. 

Gehen v^ir auch hier auf dem oben beschriebenen Wege zu einer 
zvtreiten Näherung über, so finden wir, v^enn wir die Fälle P^O 
durch ein doppeltes Vorzeichen unterscheiden: 

(19) .i,,_V^e-^(l±iil), 

also eine Formel desselben Charakters wie (16). Auch hier könnte 
man zu einer dritten etc. Näherung fortschreiten. 

Die fOr die erste Näherung entworfene schematische Figur 89 
kann uns ebensowohl zur Veranschaulichung dieser zweiten Näherung 
dienen. Übrigens werden sich dieser Figur noch Nutationen von der 
Periode der Ereiselumdrehung überlagern können, die von den Anfangs- 
bedingungen der Bewegung abhängen und sich im Verlaufe der Be- 
wegung abglätten. Unsere Kurve aus Fig. 89 kann sich nur bei geeignet 
gewählten Anfangsbedingungen (und auch da nur näherungsweise) ein- 
stellen, ähnlich wie die reguläre Präcession bei dem idealen Kreisel. 
Im Allgemeinen wird sie nicht die Integralkurve selbst sondern nur die 
„Leitlinie^ der Integralkurve darstellen, um welche sich die letztere mit 
abnehmenden Oscillationen heinimschlängelt, ähnlich wie in den Figuren 
79 und 80 des vierten Paragraphen. 

Bei nicht kugelförmigem Trägheitsellipsoid liegen die Verhältnisse 
wesentlich komplizierter. Hier kann der Fall eintreten, dafs die Figuren- 
axe wegen der kombinierten Wirkung von Schwere und Luftwider- 
stand nach der Vertikalen hinstrebt, dafs sie aber wegen der Verschieden- 
heits der Hauptträgheitsmomente von dieser abgelenkt wird. Welcher 
dieser Einflüsse die Oberhand gewinnen wird, läfst sich ohne ein 
tieferes Eingehen nicht entscheiden. 
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So unentbehrlich der B^^ff des starren Körpers fCLr Naturwissen- 
schaft und Technik ist, so sicher ist es, dafs er in der Wirklichkeit 
nur grob angenähert wird. Auch der in Bew^ung gesetzte Kreisel vnrd 
sich nicht nur wie ein starrer Körper als Ganzes bewegen^ sondern er 
wird gleichzeitig den durch die Bewegung hervorgerufenen Spannungen 
etwas nachgebend sich deformieren. Die Frage ist nur, ob solche Form- 
änderungen unter irgend welchen Umständen merklich werden. Diese 
Frage ist gerade in demjenigen Falle akut geworden^ wo vnr vielleicht 
am ehesten geneigt sein möchten, die Vorstellung der starren Konsti- 
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tution festzuhalten^ im Falle unserer Erde. Nicht nur ist die Gestalt 
der Erde in dauernder Weise durch ihre Umdrehung beeinflufst und 
Ton derjenigen verschieden ^ die sie annehmen würde, wenn sie eines 
Tages zu rotieren aufhören würde; sondern die Gestalt der Erde ändert 
sich auch; wenn sich die Drehaxe im Erdkörper umlagert, also von 
ihrer normalen oder mittleren Lage, in der sie mit der Pigurenaxe der 
Erde zusammenfällt, etwas abweicht. Direkt ist eine solche Form- 
änderung natürlich nicht mefsbar; sie übt aber eine Rückwirkung auf 
die Bewegung der Erde, nämlich auf den Wechsel der Drehaxe im Erd- 
körper aus, eine Rückwirkung, die sehr wohl der Messung zugänglich 
ist. Wir kommen im nächsten Kapitel auf diese Verhältnisse im Zu- 
sammenhang zurück. Hier gilt es, die späteren Diskussionen vorzu- 
bereiten und zu zeigen^ dafs entsprechende Fragen bei jeder Art Ereisel- 
problem auftreten, wenngleich ihnen bei den üblichen Abmessungen 
und Formen unserer Apparate kaum eine nennenswerte Bedeutung zu- 
kommen dürfte. 

Indem wir die Verhältnisse der Erde im Auge behalten, betrachten 
wir einen Kreisel von der Form eines abgeplatteten RotationseUipsoides. 
Die Massenyerteilung im Inneren des EUipsoides sei homogen, den 
Schwerpunkt desselben denken wir uns unterstützt, sodaCs wir nur die 
kräftefreie Bewegung zu betrachten haben, die beim starren symme- 
trischen Kreisel, wie wir wissen, eine reguläre Präcession ist. Unser 
Interesse werden wir auf die Präcessionsdauer und den Einflufs, den 
hierauf die Elastizität des Materials nimmt, richten. 

Hinsichtlich der Benennung ist im Auge zu behalten, dab gerade 
im Falle der Erde die hier zu studierende Präcessionsbewegung als 
freie NtUation (spezieller, sofern man vom Einflufs der Elastizität ab- 
sieht, als Eidersche Nutaiion) bezeichnet wird, während man bekanntlich 
bei der Erde unter Präcession eine durch Sonnen- und Mondanziehung 
erewwngene Bewegung von aufserordentlich yiel längerer Periode ver- 
steht. Dieser langsamen erzwungenen Präcession überlagert sich die 
sehr viel raschere Eulersche Nutation, unsere kräflefreie Präcession, 
so daifl die Gesamtbewegung den uns wohlbekannten Charakter der 
pseudoregulären Präcession annimmt. Übrigens bezeichneten wir auch 
bei der allgemeinen Untersuchung der pseudoregulären Präcession in 
Kap. V, § 2 die Schwankung des Kreisels gegen die Bewegung der er- 
zwungenen regulären Präcession als Nutation; auch dort erweist sich 
diese Nutation gleichbedeutend mit der kräftefreien Präcession des dem 
Einflufs der Schwere entzogenen Kreisels, nämlich unter den Be- 
dingungen, durch welche wir die pseudoreguläre Präcession defi- 
nierten, dafs 1) der Eigenimpuls sehr grolis sei {N^ grofs gegen AF) 
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und dafs 2) die Figorenaxe stets in der Nähe der Impolsaxe liege, 
Bedingungen, welche im Falle der Erde erfüllt sind. 

Die gestaltlichen und Massenverlmltnisse unseres Kreisels werden 
durch Angabe der folgenden, nach Voraussetzung positiven Verhältniszahl 

gekennzeichnet, welche wir die ,yEUiptissitä^^ nennen. Aus der EUip- 
tizität berechnet sich die numerische Excentrizität e der Meridiankurve 



unseres EUipsoides nach der Formel e == )/2a/(l + a). Für ein be- 
liebiges Ellipsoid gilt nämlich, dafs das Trägheitsmoment um eine be- 
liebige Hauptaxe gleich dem fünften Teil der Masse multipliziert mit 
der Summe der Quadrate der beiden anderen Hauptaxen wird. Be- 
zeichnet also & die in die Figurenaxe des EUipsoides fallende kleine 
Hauptaxe, a die in die Äquatorebene fallende grofse Hauptaxe der 
MeridianeUipse, so hat man 

A = ^{a- + l\ C=f («» + «») 

und daher 

a* — h* 

während die Definition der numerischen Excentrizität bekanntlich lautet: 

Hieraus folgt leicht der oben angegebene Zusammenhang zwischen e 
und s. 

Indem wir abermals an die Verhältnisse der Erde denken, setzen 
wir s als Meine ZaM voraus; die Gestalt des EUipsoides weicht dann 
wenig von der Kugelgestalt ab (Sphäroid). Unter dieser Annahme 
schreiben wir die näherungsweise Gleichung der Oberfläche des EUip- 
soides an. Wird z nach der Figurenaxe, x und y nach zwei recht- 
winkligen Axen der Aquatorebene gemessen, so haben wir zunächst 
ohne Vernachlässigung 

il .^y-y" 1 

Wir transformieren diese Gleichung in zentrische Polarkoordinaten^ in- 
dem wir mit r den Abstand eines Punktes der Oberfläche vom Mittel- 
punkt des EUipsoides, mit 6 die Neigung des Radiusvektor r gegen 
die Äquatorebene bezeichnen. Wir haben dann 

jer* = r*sin*e, a;* + !/^ =• r« cos« 6, 
also zufolge der obigen EUipsoidgleichung 

1 1 — cos" 9 , cos* 1 /^ . 8 ^v 
zx rs— + — ^ = -i;r(l-«*co8«0) 
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und angenähert 

(1) r = 6(l + 6 008^6). 

Dies die ursprüngliche Ereiselgestalt. Wird nun der Kreisel in 
Rotation versetzt^ so tritt eine Formänderung auf^ die wir als klein vor- 
aussetzen können. Findet die Rotation gerade um die Figurenaxe statt, 
so wird das EUipsoid noch etwas mehr abgeplattet: die EUiptizität € 
wird um einen kleinen Betrag s' rermehrt. Bei der Berechnung der 
hinzukommenden EUiptizität s', die nach den (Grundsätzen der Elasti- 
zitätstheorie zu erfolgen hat, wird man von der ursprünglich vor- 
handenen EUiptizität s unbedenkUch absehen, also die ursprüngUche 
Kreiselgestalt einfach als Kugel voraussetzen dürfen. Denn durch die 
kleine Abweichung s von der Kugelgestalt wird die hinzukommende 
EUiptizität «' nur in einer öroJse zweiter Ordnung (von der öröfsen- 
ordnung des Produktes ss') beeinflufst. Man kann dabei die Frage 
aufwerfen, welchen Radius man der Kugel geben soU, durch welche 
man zum Zweck der Berechnung von s' das ursprüngUche EUipsoid 
mit den Hauptaxen a und b ersetzen wiU. Am nächsten Uegt es, eine 
mittlere, zwischen a und b enthaltene Lauge m als Radius zu wählen, 
die man so bestimmt, dafs der Inhalt der Kugel gleich dem Inhalt 
des ursprüngUchen EUipsoides wird. Diese Forderung führt auf die 
Bedingung 

m^ = a^b. 

Setzt man für a den aus 61. (1) mit = folgenden Wert a = 6 (1 -|- « ) 
ein, so wird 

m» = 6»(l + 2£), m = 6(l + |e), b^m(l^^a). 

Die Gleichung des ursprüngUchen EUipsoides läfst sich daher folgender- 
mafsen schreiben: 

(2) r=.m(H-5(cos«e-|)), 

während die Gleichung desjenigen EUipsoides, in welches die Kugel 
vom Radius m übergeht, die folgende sein wird 

(20 r = w(l + a'(cos«e-|)). 

Durch Superposition der beiden geringen Abplattungen s und s' ergiebt 
sich als Gleichung unseres durch die Rotation deformierten EUipsoides: 

(3) r = m(l + ie + (cos^e - -|-)). 

Ahnlich können wir verfahren, wenn die Rotation um eine von 
der Figurenaxe abweichende Axe stattfindet Der Winkel zwischen 
Figurenaxe und Rotationsaxe sei 6 (vgl. Fig. 90 -^ FOB). Die nun 
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entstehende Abplattung wird sich symmetrisch um die Rotationsaxe 
OB herum verteilen und kann wiederum so berechnet werden, als ob 

der Kreisel die ursprüng- 
liche Form einer Kugel vom 
Radius m hätte. Die hin- 
zukommende Elliptizität a' 
hat dieselbe Chrölse wie vor- 
her. Die Gleichung des aus 
der Kugel entstehenden El- 
lipsoides lautet 

(4)r=m(H-*'(co8«e-?)), 

WO 0' den Winkel des be- 
liebigen Radiusvektors r 
gegen die zur Rotationsaxe 
senkrechte Ebene bedeutet. 
Wie man aus Fig. 90 er- 
kennt; ist 

6' = e + *. 

Hiermit ist auch in genügen- 
der Näherung die Formänderung bestimmt, welche das ursprüngliche 
EUipsoid (Gl. (2)) durch Rotation um die Axe OB erleidet. Die neue 
Form wird durch die Gleichung 




Fig. 90. 



m 



(l-f6C0S«e + aC0S«(e + *)--|(f + £')) 



(5) 
gegeben. 

Dies ist mit derselben AmuUierung die Gleichung eines abgeplatteten 
EUipsoides, wie es die bisherigen Gleichungen (1) bis (4) waren. Die 
Figurenaxe des neuen Ellipsoides fällt aber nicht mehr mit der ursprüng- 
lichen Figurenaxe zusammen. 

Zur Bestimmung der nunmehrigen Figurenaxe (und der zugehörigen 
Äquatorebene) haben wir die Gleichung 

^ = 
de ^' 

das heilst: 

e cose sine -f «'cos(0 + #) sin(e + *) »= 0. 

Den Winkel d werden wir als Meinen Winkel voraussetzen. Wir 
dürfen dann statt der obigen Gleichung schreiben: 

« cose sine + a'cos e sin e + «'^(cos'e — sin^e) = 



oder 



tg2e = i— '• 
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Die rechte Seite ist wegen des Faktors d klein; daher erhält man für 
zwei Werte — -ö* und oc/2 — -ö", die sich wenig von Null und von 
x/2 unterscheiden. Der erste kommt einer der in der Äquatorehene 
gelegenen Hauptaxen, der letztere der neuen Figurenaxe zu. Der 
Winkel zwischen der ursprünglichen und der neuen Figurenaxe {-^FOF* 
in Fig. 90) betragt ebenfalls «d* und man hat hinreichend genau 

(6) * = _^,<*. 

Das so gefundene Resultat ist sehr anschaulich: 

Wäre das McUerial des Ereisds absohd starr ^ so wü/rde die Massen- 
verteihmg nach wie vor syrnmetrisch um OF bleiben (^ =• 0); wäre es 
absohd nachgidng {Flüssigkeit) y so würde es sich symmetrisch um die 
Brehaxe OB herum grujppieren (^ = S); bei jedem endlichen Orade von 
dasHscher WiderstandsßhigJceit mufs sich ein mitüerer Zustand ausbilden, 
bei welcher eine zwischen OF und OB gelegene Axe Symmetridinie der 
Massenverteilung wird {%• < S), 

Aus der nunmehr bekannten Oestalt des Kreisels wird es leicht 
sein^ immer unter der Annahme homogener Massenverteilung; auf Träg- 
heitsmomente und Elliptizität des deformierten Sphäroids zu schliefsen. 
Und zwar werden wir auf dieselbe Elliptizität geführt werden ^ gleich- 
viel, ob die Rotation um die Figurenaxe OF oder um die davon ab- 
weichende Axe OB stattfindet, ob also die Oberfläche durch Gl. (3) 
oder durch Gl. (5) gegeben ist. 

In der That erhalten wir ab Hauptaxen des deformierten EUipsoides 

aus Gl. (3) für 0=0 : r = a « m(l + y (« + £')); 

„ 0.| :r = 6'«m(l-|(. + 0), 

aus GL (5) für*©«--©- : r = a' = w(l + y (« + 0); 

„ = |-^:r«6'-m(l-|(^ + a')), 

wobei wegen der Kleinheit von -ö* gesetzt wurde: cos* -6"= 1, sin^-ö-^O. 
Beide EUipsoide sind also in erster Näherung kongruent, sie unterscheiden 
sich nur durch ihre Lage, nicht durch ihre Gestalt Dementsprechend 
werden auch ihre Hauptträgheitsmomente Ä' und C und ihre Ellipti- 
zität E die gleichen. Man findet aus den vorstehenden Werten von a' 
und V unmittelbar: 

(7) I C'=4(«'»+«'0 = ^(l + |(a + «')), 

_ C' — Ä' , , 

E = — j, — = 6 + «. 
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Wir sind jetzt in der Lage^ die Dauer einer freien Präcession des 
Kreisels sowohl für ein starres, wie für ein durch die Rotation defor- 
mierbares Material zu berechnen. In ersterer Hinsicht könnten wir 
uns auf Rechnungen aus Kap. HI, § 2 berufen. Nach GL (&) von 
pag. 151 ist die äquatoriale Komponente p + i^ des Drehungsvektors 
bei der regulären Präcession durch einen Exponentialausdruck gegeben, 
in dessen Exponenten it mit dem Faktor 

multipliziert erscheint. Dieser Faktor muTs daher gleich 2x/T sein, 
wenn T die Piucessionsdauer bezeichnet. Bedeutet andrerseits r die 
Dauer einer Rotation des Kreisels, so ist der Rotationsrektor Q gleich 
27t/t und seine Komponente nach der Figurenaxe, die in der an- 
gezogenen Gleichung mit r^ bezeichnet ist, gleich cosS'2x/t, unter S 
den in Fig. 90 so bezeichneten Winkel verstanden. Mithin hat man 

oder, da man cosd hiureiclieiid genau gleich 1 setzen darf: 

(8) r=^. 

Lehrreicher und für das folgende nützlicher ist indessen der 
folgende Weg zur Ableitung der gleichen Formel. Nach unserer Auf- 
fassung der Eulerschen Differentialgleichungen sagen diese aus, dafs 
der Impulsvektor im Raum bei der kräfte&eien Bewegung nach Richtung 
und Ghrofse ungeändert bleibt, dafs dagegen relativ gegen den Kreisel 
die Fortschreitungsgeschwindigkeit des Impuls-Endpunktes nach Richtung 
und Chröfse gleich dem vektoriellen Produkt von Impuls- und Drehungs- 
vektor (der sog. „resultierenden zentrifugalen Drehfcraft^^ ist. Bedeutet 
also J den Vektor des Impulses, \J\ seine Länge, dJ seine augen- 
blickliche Änderung relativ gegen den Kreisel und bildet derselbe mit 
der Figurenaxe den Winkel y (vgl. Fig. 90), so hat man 

(9) |^=F(J,E)-IJ|Q8in((J-y); 

Q ist die Länge des Rotationsvektors B und kann wie oben gleich 
2jt/t gesetzt werden. Der Impuls-Endpunkt beschreibt nun im Kreisel 
während eines Präcessionsumlaufes einen Kreis vom Radius IcTI sin 7/ 
um die Figurenaxe. Hierzu gebraucht er vermöge des angegebenen 
Wertes seiner Fortschreitungsgeschwindigkeit die Zeit 

jT^ 2gr|J|8iny ^^ einy 
\J\;^ ein (S — y) '^ sin (d — yj 
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oder bei hinreichender Kleinheit des Winkels d 

Diese Berechnung stimmt mit der in (8) gegebenen natürlich überein. 
Es ist nämlich tg y gleich dem Verhältnis der äquatorialen Kompo- 
nente des Impidses zu der nach der Figurenaxe genommenen und tg ä 
gleich dem Verhältnis der entsprechenden Komponenten des Rotations- 
yektors. Da sich nun nach dem grundsätzlichen Zusammenhang zwischen 
Impuls- und Rotationsvektor entsprechende Komponenten beider Vektoren 
wie Ä bez. wie C verhalten, so ergiebt sich 

tgyitgd^ÄiC 
oder hinreichend genau 

(10) y:S^Ä:C; ^l- = ^ = -f- 

Die Überlegung, die zu GL (9) führte, läfet sich unmittelbar auf 
den elastisch deformierbaren Kreisel übertragen. Wir müssen dabei 
nur eine Voraussetzung ausdrücklich hervorheben: Die Farmändertmg 
sott Zeit haben, sich vöUständig in der oben beschriebenen Weise für jede 
Lage des Botationsvektors auszubUdeny bevor dieser Vektor seine Lage 
im, Kreisel merklich verändert hat. Diese Annahme ist in hohem Grade 
gerechtfertigt, da sich Spannungen und Formänderungen allgemein 
gesprochen mit der dem betr. Material eigentümlichen Schallgeschwin- 
digkeit ausbreiten, während die beobachtbaren Bewegungserscheinungen 
(hier die Umlagerungen des Rotationsvektors) aulserordentlich viel lang- 
samer erfolgen. Unter dieser Annahme werden wir sehen, dafs die 
allgemeine Bewegung auch des deformierbaren Kreisels als reguläre 
Präcession bezeichnet werden kann. Würde dagegen diese Annahme 
nicht zulässig sein, würde also die Abplattung nach Lage und Gröfse 
hinter der durch die jeweilige Lage der Rotationsaxe indizierten Ab- 
plattung zurückbleiben, so wäre die Bew^ung viel komplizierter. 

Wir unterscheiden die durch die jeweilige Rotation abgeänderte 
Symmetrielinie der Massenverteilung {OF* in Fig. 90) als instcmtane 
Figurenaxe von der ursprünglichen oder mittleren Figwrenaxe OF. Die 
Bewegung des deformierbaren Kreisels wird nun in jedem Augenblicke 
dieselbe sein, wie die eines starren Kreisels mit der wechselnden 
Figurenaxe OF' und den abgeänderten Trägheitsmomenten A' und C. 
Dementsprechend wird der Impuls-Endpunkt, dessen Fortschreitungs- 
geschwindigkeit gegen das Kreiselmaterial wieder durch das vektorielle 
Produkt aus Impulsvektor {J') und Rotationsvektor (R) gegeben ist, 
in jedem Augenblicke senkrecht g^en die durch die Vektoren J' und 
B gelegte Ebene fortschreiten. Jede Umlagerung von J' bringt aber 
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eine ümlagerung yon B mit sich, nnd zwar mnGs nach dem all- 
gemeinen Zusammenhange zwischen Impuls- und Drehungsvektor der 
Endpunkt von R parallel zu dem Impuls -Endpunkte fortschreiten. 
Jede Ümlagerung des Rotationsvektors hat andrerseits eine Form- 
änderung und eine neue Lage der instantanen Figurenaxe zur Folge. 
Da wir anaehmen, dais die Formänderung Zeit hat, sich vollständig 
auszubilden, liegt die instantaue Figurenaxe dauernd in der durch OF 
und R bestimmten Ebene. In derselben Ebene liegt auch wegen des 
allgemeinen Zusammenhanges zwischen Impuls- und Rotationsvektor 
die Axe von J\ Die drei Axen OJP', OJ' und OR liegen also in der 
gleichen Meridianebene durch OF, die sich um OF dreht. Da über- 
dies die Winkelabstände der drei Axen erhalten bleiben, beschreibt 
jede derselben einen Kreiskegel und im besonderen der Impuls-End- 
punkt J' einen Kreis um OF. Diese Bewegung hat durchaus den 
Charakter einer regulären Präcession, nur dafs auTser der Impuls- und 
der Rotationsaxe auch die instantane Figurenaxe im Körper fort- 
schreitet. Wir berechnen jetzt die Präcessionsdauer T', indem wir 
wieder den Weg des Impuls-Endpunktes nährend eines Umlaufs durch 
seine Fortschreitungsgeschwindigkeit dividieren. 

Der Weg beträgt jetzt 2jt\J'\ sin('^-fy) (vgl Fig. 90), die Fort- 
schreitungsgeschwindigkeit ist 

g=.|J'|Q8m(d'-yO, 
daher wird die Präcessionsdauer 

^ "" |J"|Q Bin (*' — /) "^8in(^'~y) 



oder hinreichend genau 



(11) ^'-^1^ 



Den hier auftretenden Winkelquotienten haben wir mit Rücksicht auf 
die öl. (6) und (10) umzurechnen. Aus GL (6) folgt, da nach Fig. 90 
tf = ^ + r ist: 



^=-47(^+*'), ^-7*'. 



Gl. (10) lautet, für die deformierte Gestalt des Ellipsoides angeschrieben: 

/ : *' = ^' : C 
und lehrt, dals hinreichend genau gilt 



1 



a' — y d' — y E e+s' 
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Hiernach wird 

Unser obiges Resultat bezüglich der Pracessionsdauer T (Gl. (11)) 
lafst sich daher schreiben: 

(12) r--f, 

in welcher Form es mit der früheren Gleichung (8) zusammenfallt. 
In Worten heifst dieses: 

Die Präcessionsdo/uer eines Kreisels von deformierbarem Matmal 
und sphäroidischer Gestalt berechnet sich nicht oms der EUiptiisität seiner 
deformierten Gestalt y (welche E = £ + «' genannt wurde), sondern aus 
der Elliptieität seither t^sprünglichen Form, die es vor der BotaMon 
haMe u/nd die es heim Erlöschen der BotoHon wieder annehmen würde. 
Sie ist daher von der dasHschen Na^chgiebigkeit des Materials unab- 
hängig und im besonderen gleich der Präcessionsdauer eines absolut 
starren Kreisels, dessen EUiptizitäi mit der ursprünglichen EUipHzität s 
des defonnierbaren Kreisels übereinstimmt 

Wir werden im folgenden Kapitel bei den geophysikalischen An- 
wendungen auf diesen Satz zurückkommen und werden ihn zxmi Aus- 
gangspunkt für die Darstellung der Polschwankungen und für die Er- 
klärung der sog. Chandlerschen Periode nehmen. Eine Schwierigkeit 
hat die Übertragung der vorstehenden Resultate auf die Verhältnisse 
der Erde nur insofern, als 1) die Erde ihrer Massenyerteilung nach 
kein homogenes Rotationsellipsoid ist, sondern nach der Mitte hin 
dichter als auf der Oberfläche ist, und femer insofern als 2) bei einer 
Deformation der Erde neben den elastischen Kräften auch die Gh^yi- 
tationswirkungen der einzelnen Teile auf einander wesentlich in Betracht 
kommen. Der erstgenannte Umstand bringt es mit sich, dafs alle 
Zahlenangaben, die wir später zu machen haben werden, mit einer 
gewissen Unsicherheit behaftet sind, entsprechend der Unsicherheit in 
den Annahmen über die Massenyerteilung im Erdinnem. Die an zweiter 
Stelle genannte Schwierigkeit ist dadurch zu heben, dais wir die im 
Vorstehenden mit s' bezeichnete EUiptizität bei der Erde als diejenige 
EUiptizitöt zu definieren haben werden, die eine Kugel yon der Elasti- 
zität und der mittleren Dichte und Gröfe der Erde unter der gemein- 
samen Wirkung der elastischen Kräfte und der Gravitationswirkungen 
annehmen würde, wenn sie mit der Geschwindigkeit der täglichen 
Erdumdrehung in Rotation versetzt wird. 

Noch möge darauf hingewiesen werden, dafs die Voraussetzung 
eines nahezu kugelförmigen Kreisels, an der wir in diesem Paragraphen 
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festgehalten haben^ nicht allein im Interesse der Anwendung auf den 
Erdkorper geboten war. Man übersieht vielmehr leicht; dafe gerade 
eine splulroidische Masse oder^ allgemein gesprochen^ . eine Masse von 
sphäroidischem Tragheitsellipsoid in Einsicht auf die deformierende 
Wirkung der Zentrifugalkräfte besonders empfindlich sein wird. 



§ 9. Die Elastizität der Unterlage. 

In höherem Grade wie die Elastizität des Kreiselmaterials dürfte 
bei den gewöhnlichen Versuchen die Elastizität der Unterlage den 
Charakter der Ereiselbewegung beeinflussen. Man bemerkt sehr häufig 
ein Mitschwingen der Unterlage (Tischplatte)^ das sich sowohl dem Ohre 
wie dem Tastsinn deutlich bemerkbar macht. Um die Schwingungen 
einer Tischplatte zu erzeugen und zu unterhalten^ ist aber Energie 
erforderlich. Diese mufs auf Kosten der Bewegungsenergie des Kreisels 
bestritten werden und wird teils im Innern der Tischplatte durch innere 
Reibung etc. in Wärme verwandelt, teils wird sie nach aufsen hin 
zerstreut, indem sich die Schwingungen der Tischplatte auf entferntere 
Gegenstände (durch die Beine des Tisches auf den Fu&boden etc.) je 
länger je mehr übertragen. Durch das Mitschwingen der Tischplatte 
wird also die Kreiselbewegung gedämpft. Von allen übrigen Energie 
verzehrenden Kräften (Reibung etc.) werden wir bei der folgenden Dar- 
stellung natürlich absehen. Über die Schwingungsform der Tischplatte 
wollen wir die Annahme machen, dals es sich um transversale Platten- 
schwingungen handelt, bei denen etwa die Stützpunkte der Platte auf 
den Tischbeinen festbleiben und jeder Punkt der Platte in vertikaler 
Richtung auf und ab schwingt. An sich ist allerdings auch eine hori- 
zontale Schwingung der Platte als Ganzes möglich, wobei die Beine 
des Tisches wechselnde Verbiegungen erfahren würden. Wir wollen 
aber annehmen, dafs hauptsächlich die erstere Form der Schwingung 
durch unsem Kreisel ausgelöst wird, was mit den gewöhnlichen Ver- 
hältnissen des Experimentes in Einklang zu sein scheint. 

Um das Problem mathematisch zugänglich zu machen, ersetzen 
wir in Gedanken die mitschwingende Tischplatte durch einen einzelnen 
Massenpunkt, welcher um seine natürliche Gleichgewichtslage in ver- 
tikaler Richtung beweglich ist und nach dieser mittleren Lage durch 
eine seiner Entfernung von proportionale Ejraft zurückgezogen wird. 
Die Gröfse dieser Kraft sowie die Grö&e der Masse wäre durch Ver- 
suche an der Tischplatte folgendermaisen festzustellen: Man messe die 
vertikale Ausbiegung g der Tischplatte an der Stelle des Auf lagepunktes 
des Kreisels auf Grund einer Belastung K und berechne daraus, indem 
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man Proportionalität zwischen Aasbiegung irnd Belastung voraussetzt^ 
diejenige Kraft i, die zur Ausbiegung ? = 1 (etwa 1 cm) gehört. 
Femer bestimme man die Dauer der freien Schwingungen r der Tisch- 
platte imd berechne daraus die »reduzierte schwingende Masse^' der 
Tischplatte m ^ -^-^ • Diese reduzierte Masse ist zugleich die Masse 
unseres materiellen Punktes, den wir an Stelle der Unterlage substi- 
tuieren; die Kraft, mit der er in seine mittlere Lage zurückgezogen 
wird, ist — Äg. Für das Folgende ist es aber unerläfslich, auch die 
Dämpfung der Schwingungen der Tischplatte zu berücksichtigen, hervor- 
gerufen teils durch Enei^everwandlung im Innern der Platte, teils 
durch Energiezerstreuung nach aufsen, weil hiervon gerade der uns inte- 
ressierende Verbrauch an Bewegungsenergie des Kreisels abhängt. Wir 
denken uns deshalb auch das logarithmische Dekrement der Schwing- 
ungen der Tischplatte bestimmt und nennen dasselbe r — ; darauf schreiben 
wir unserem Massenpunkte noch eine Kraft zu, die seiner Geschwindig- 
keit proportional und entgegengesetzt, nämlich gleich —h^' ist. Die 
freien Schwingungen unseres Massenpunktes werden alsdann in allen 
Stücken den freien Schwingungen der Tischplatte ähnlich. Sie sind 
durch die einfache Qleichung bestimmt: 
(1) mr + ht+H^O. 

Wie aus der Einführung der örofsen iw, A, k hervorgeht, ent- 
spricht allgemein zu reden das erste Qlied dieser Differentialgleichung 
der Tnlgheit, das zweite der Dämpfung, das dritte der Elastizität der 
Tischplatte. Wollen wir ein schematisches Bild unseres für die Tisch- 
platte substituierten Massenpunktes haben, so können wir uns etwa 
folgende Vorrichtung denken: Eine massenlose Spiralfeder von verti- 
kaler Axe ist am unteren Ende auf einer unnachgiebigen Unterlage 
befestigt und trägt am oberen Ende den Massenpunkt m. Die Feder 
ist durch eine Führungshülse an seitlichen Ausbiegimgen behindert, 
kann aber in vertikaler Richtung verlängert oder zusammengedrückt 
werden. Der Verlängerung oder Zusammendrückung 1 widerstrebt sie 
dabei mit der Kraft T k] aufserdem wirkt im Innern der Feder oder 
an der Führungshülse ein der Geschwindigkeit proportionaler Wider- 
stand, welcher bei der Geschwindigkeit 1 die Gröfse — h hat. Der 
am oberen Ende der Feder befestigte Massenpunkt m dient seinerseits 
dem unteren Ende der Kreiselaxe als Stütze. 

Unter dem EinfluTs der Kreiselbewegung kommen indessen nicht 
die durch die vorstehende Differentialgleichung beschriebenen freien 
Schwingungen unseres Massenpunktes (Tischplatte) sondern gewisse er- 
zwungene Schwingungen zustande. Bedeutet R die Reaktion oder 

Klein-Sommerfeld, Kreiaelbewegimg. 39 
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den Druck des in Bew^ung befindlichen Kreisels anf die ünterli^e in 
vertikaler Richtong, so gilt für diese erzwungene Schwingung ersichtlich 

Die Chröfse yon R folgt aus den allgemeinen Impulss&tzen^ hier aus 
dem Satz fElr die vertikale Schwerpunktsgeschwindigkeit des Kreisels. 
Bedeutet die Tertikaie Koordinate des Schwerpunktes^ yon dem im 
Räume festen Punkt aus gezahlt, so wird die Vertikalkomponente 
des Einzelimpulses (Schiebeimpulses) M/] ihre Anderungsgeschwindig- 
keit ist gleich der Summe der in yertikaler Richtung auf den Kreisel 
wirkenden äufseren Kräftien, d. h. der Schwere — - Mg, wenn M die 
Kreiselmasse ist, und dem Gegendrucke der Unterlage gegen den Kreisel 
— R, Man hat daher die Gleichung: 

±Mz' = -Mg-B 
oder 

(2) ü = -Jf((/ + 

ähnlich wie in dem Anhange zu Kap. VI Gl. (3) pag. 515. Aus Gl. (l') 
wird daher 

(3) mt" + H' + n + Mz" + Mg^O. 

Wir unterscheiden des weiteren zwischen dem im Räume festen 
Punkt (der natürlichen Lage unseres Massenpunktes m) und dem 
beweglichen Punkte P (seiner augenblicklichen Lage zur Zeit t, die mit 
dem augenblicklichen Auflagepuinkte des Kreisels auf der Unterlage zu- 
sammenfällt), wobei OP gleich 5 ist. Von P läuft die Figurenaxe, die 
Knotenlinie etc. aus; in Bezug auf diesen Puinkt werden wir die Euler- 
sehen Winkel q>, if, d" zählen. Die vertikale Schwerpunktskoordinate z 
wird, wenn E den Abstand PS des Schwerpunktes vom Auflagepunkte 
bedeutet, 
{4) z-=i + EcoBd' 

zu setzen sein. Gl. (3) kann daher auch so geschrieben werden: 

(5) (m + Jf) r + K + H + ME ^coBd' + Mg^Q, 

Man erkennt aus dieser Gleichung, wie durch Vermittelung der Reaktion 
R die Bewegung des Kreisels mit der Bewegung unseres Massenpunktes 
w „verkoppelt*' ist. 

Um die vollständigen Bewegungsgleichungen des Problems zu erhalten, 
haben wir nunmehr die Drehung des Kreisels um den (selbst vertikal be- 
weglichen) Auflagepunkt P zu betrachten. Als äufsere Kraft kommt hier- 
bei nur die Schwere in Betracht, die um die Knotenlinie das Moment 
MgEmi%^ giebt, da die Reaktion R mit Bezug auf P das Moment 
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liai Hiernach bemifst sicli die Änderung des Drehimpidses. Die Be- 
rechnnng der Komponenten des letzteren gescliieht nach der Regel der 
Lagrangeschen Gleichimgen: Man bilde den Ausdmck der lebendigen 
Eraft und bestimme aas diesem die Impulskoordinaten durch Differen- 
tiation nach den Geschwindigkeitskoordinaten. 

Der Ausdruck der lebendigen Eraft ist^ da P beweglich ist, von dem 
üblichen yerschieden. Wir legen zu dem im festen Punkte kon- 
struierten Koordinatensystem xyz ein paralleles x^jfi^i durch den Punkt P. 
Dann gilt für die Koordinaten irgend eines Massenteilchens Am des Kreisels 

TnithJT^ 

^ ix'* + y" + e'*) = ^ «« + yr + V*) + ^ 6'* + Am«-/r. 

Summiert man über die ganze Masse des Kreisels^ so darf man i' vor 
das Summenzeichen ziehen. Man erhalt so 

r-r, + f r + r-5'AmV. 

Hier ist 2\ die lebendige Kraft des Kreisels bei ruhendem Auflage- 
punkte^ also wie früher 

^1 = Y (^" + ^'' sin»^) + Y (9' + *'cos^)l 

Femer bedeutet 2^^h ^^® vertikale Schwerpunktskoordinate in dem 
System x^ffiSfi, multipliziert in die Gesamtmasse des Kreisels; man hat 
also ähnlich wie in Gl. (4): 

^Aw^i — 3f JBcos^, ^^msfi « ME ^ cos-Ö*. 
Mithin wird der Ausdruck der lebendigen Kraft: 

(6) T- 4 (^'« + sm'^r') + y('p'+ <^^^^y + ? f' 

-MEi'&'sind'. 

Bezeichnet man jetzt die drei Impulskomponenten nach den Koordi- 
naten % if und d bezw. mit N^ n und [6]^ so findet man 

N^j^^C{q>' + coB^t'), n = |~ = ^sin'-Ö«^' -fcosdiV, 

[0] - ^ - Ä^' - MEt' sin ^. 

Die beiden ersten Impulskomponenten haben dieselben Werte wie bei 
festem Stützpunkte. Setzt man für diese die Lagrangeschen Gleichungen 
in der Form: 



d dT dT ^ , 
dt c<p otp 



89 • 
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aii; SO findet man wie frülier 

N = const., n = const. 

Dagegen lautet die dritte Lagrangesche Oleichung^ nach dem Schema: 

d dT BT TU- i;» • o. 

gebildet^ jetzt folgendermalsen: 

Ä^" - MEt^sin^^ MEt' ^' cos &- ^ + MEt' ^' cos d^ 
= Mg E sind'. 

Der Wert von dTJdd wurde z. B. in § 4 dieses Kapitels GL (4) in 
eine bequeme Form umgerechnet. Setzt man ihn in die vorige Glei- 
chung eiU; streicht die zwei gleichen Glieder der linken Seite gegen 
einander fort und dividiert durch smd, so ergiebt sich: 

W iSTS + ÄS^ =^M±.(g + t )' 

Die Wirkung der Beweglichkeit des Stützpunktes oder, wie wir sagen 
können, seiner ,yKoppelung'^ mit der nachgiebigen Unterlage, besteht 
hiemach einfach darin, dals zu der Fallbeschleunigung g auf der rechten 
Seite unserer Gleichung die Beschleunigung des Aufli^epunktes hinzu- 
kommt. Die Bewegung um den vertikal veränderlichen Stützpunkt ver- 
läuft also ebenso, wie die Bewegung bei festem Stützpunkte, wenn man 
sich im letzteren Falle am Schwerpunkt aufser der Schwerkraft Mg 
noch die veränderliche Kraft Mf' angebracht denkt. Indem wir diesen 
Gedanken etwas weiter ausspinnen und gewissermafsen umkehren, können 
wir sagen: Die Bewegung des schweren Kreisels um einen festen Stütz- 
punkt verlauft ebenso, wie die Bewegung eines der Schwere nicht xmter- 
worfenen Körpers, dessen Stützpunkt mit der konstanten Beschleuinigung 
g in gerader Linie fortgeführt wird. 

Jedenfalls enthalt GL (8) zusammen mit GL (5) die vollständige 
analytische Formulierung unseres Problems und liefert über die gegen- 
seitige Verkettung der beiden bewegten Systeme, Unterlage und Kreisel, 
den erforderlichen Aufschlufs. Bemerken wir noch: unser Problem hatte 
ursprünglich vier Grade der Freiheit, entsprechend den vier Lagenkoor- 
dinaten tf q>, ify d' Durch die beiden Lmpulsgleichimgen n =» const., 
N = const. sind zwei Freiheitsgrade gewissermafsen eliminiert, so dafs 
wir nur mehr zwei Unbekannte d und t und zwei Bewegungsgleichungen 
(5) und (8) übrig behalten. 

Übrigens hätten wir auch die GL (5) nach dem Schema der La- 
grangeschen Gleichungen bilden können, wenn wir von der Vollständigen 
lebendigen Kraft unseres gekoppelten Systems T*«— ^H-yS'* a^s- 



§ 9. Elastizität der Unterlage. 613 

gegangen wären und dementsprechend die folgende Lagrangesche Glei- 
chung gebildet hätten: 

dt ar di ~ ^f' 

Hierin setzt sich die auf die g- Koordinate wirkende äufsere Eraft K^ 
aus den drei Teilen: — • if, — Äg', — Mg zusammen. Man erhält so: 

^^ {Mt' - ME^' sin-fr + wO =- - H' -H- Mg, 

was ersichtlich mit (5) übereinstimmt. 

Es kommt nun darauf an, aus den Gleichungen (5) und (8) weitere 
Schlüsse zu ziehen. Hierbei werden wir uns von der Annahme leiten 
lassen^ dafs es sich um Meine Schwingungen handelt. Dies lehrt, was 
die Unterlage betrifiFt, in allen Fällen der Augenschein; was die Kreisel- 
bewegung betrifft, bedeutet unsere Annahme, dafs wir uns auf Be- 
wegungen Yom Charakter der pseudoregulären Präcession beschränken 
wollen. Es sind hiemach § und %' dauernd yon gewissen mittleren 
Werten So ^^^ '^o ^^^g yerschieden, so dafs die Differenzen 

als kleine Gröfsen behandelt werden können. Ob das Gleiche für die 
Differentialquotienten 

Z' = r, 0' = ^', Z", 0" 

gilt, lassen wir dahingestellt, da bei raschen Schwingungen (und um 
solche wird es sich handeln) die Differentialquotienten yon höherer 
Grofsenordnung wie Z und selbst sein könnten. 

Bestimmen wir zunächst die schon genannten Mittelwerte g^ und 
d-Q passend. Diese seien gleich den möglichen stationären Werten 
unserer beiden Koordinaten, also gleich denjenigen Werten, die mit 
der Annahme 

g' = §" = ^' = ^" = 

nach unsem Gleichungen verträglich sind. Nach GL (5) und (8) er- 
giebt sich 

(9) ki^ + Mg^O, 

(10) (iV- ncosa-o) (n - JVcosÄ-o) == ^-Psiu^^o; 

^ bedeutet, wie man hiemach sieht, die dauernde Einsenkung der 
Unterlage unter dem Einflufs des Kreiselgewichtes Jlf^ und der ela- 
stischen Widerstandsfähigkeit k der Unterlage. Andrerseits ist d-^ die- 
jenige Neigung der Figurenaxe, unter welcher bei g^ebenem N, n und 
P = MgE eine genaue reguläre Präcession möglich ist. Um d'Q näher 
angeben zu können, dividieren wir (10) durch N^ und berücksichtigen. 
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dafs bei der pseudoregulären Präcession ^^ klein ist^ sowie dafs der 
Impuls nahezu in die Richtung der Figurenaxe fällt. Von den beiden 
Faktoren linkerhand 

"« ♦* n. ♦* n. 

1 — jV^COS-Ö^o, j^ — COB-Ö*o 

mufs daher einer^ nämlich der letztere^ klein sein; wir setzen ihn gleich 
6, finden näherungsweise für den ersten Faktor 

1 -^cosa'o=sin««'o= 1-^« 

und berechnen nach (10) 

.-^v ÄP . «^ ÄP /. n»\ ^ n ÄP /. n»\ 

(11) « = i^s"i'^o"=i^(l-}^.j> ^^^o-^fl^V^in)' 

Diese und nur diese Neigung der Ereiselaxe ist bei einem nahezu in 
die Figurenaxe fallenden Impuls yerträglich sowohl mit einer Yolligen 
Ruhe der Unterlage wie mit YöUiger Schwankungslosigkeit der Figurenaxe. 
Nach Einfährung der neuen Yariabeln Z und 6 vereinfachen sich 
die Gleichungen (5) und (8) bei Vernachlässigung einiger offenbar 
relativ kleiner Glieder wie folgt: 

(12) (m + M) Z" + ÄZ' + kZ^ME (cos^o®'' + sindoe"). 

(13) -^ + e ^ (n^iyrcos^,)(3r~nco8^o) _ j^^^. 

Hier ist noch der Faktor von 6 in (13) auszuführen. Da der zu 
difiPerentiierende Ausdruck nach (10) gleich P ist^ kann man unter An- 
wendung der Regel des logarithmischen DifiPerentiierens schreiben: 

d {n — N coB d'^) (N — n cos ^q) pf iVsin-^o nein^^, 4co8'6'j,| 

^^0 Amii*^^ '^ \n — Ncob^'q'^ N — ncos^o sin^^ J 

Hier ist der erste Summand in der { } der rechten Seite das Wesent- 
liche. Derselbe ist nämlich nach (11) gleich 

sin^o sin^o N^ 



n . « ^Psin-d-o' 

während die beiden übrigen Summanden^ die zusammen näherungsweise 
— ScoS'&^/siu'd'o geben, dagegen vernachlässigt werden können. Man 
kann daher Gl. (13) mit hinreichender Genauigkeit so schreiben: 

(14) e" + ^'e = ^sin^oZ". 

Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffufienten 
zwischen den beiden Unbekannten 6 und Z. Gl. (12) ist dagegen 
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w^en des Gliedes 0'* auf der rechten Seite nicht linear. Die mathe- 
matische Behandlung nicht linearer Gleichungen stöfst aber auf groüse 
Schwierigkeiten; es ist daher wünschenswert nachzuweisen^ dafs wir 
jenes Glied näherungsweise streichen können. 

Betrachten wir zunächst unsere Gleichungen (12) und (14) unter 
der Annahme, dafs die Unterlage YöUig unnachgiebig sei (k » <x>, 
Z = Z' = Z" = 0, ÄZ unbestimmt). Dann geht Gl. (14) über in 

e" + ^ e = 

und integriert sich durch = ^^ ll 4' ®^ ^^^ ^^ Periode der 
Schwankimgen der Kreiselaxe gleich 2;r ^ , also bei grofsem N klein 

wird. (Man vgl. hierzu Kapitel V § 2, Gl. (15), wo dieselbe Periode 
gefunden wurde.) Gl. (12) wird in diesem Falle nichtssagend, da wie 
bemerkt kZ unbestimmt wird; in der That ist jene Gleichung alsdann 
bei der Bestimmung der Bewegung entbehrlich. 

Annähernd wird nun auch bei etwas nachgiebiger Unterli^e die 
Periode und die Form der Schwankung der Kreiselaxe dieselbe sein, 
wie bei YöUig starrer. Jedenfalls werden wir, um die Gröfsenordnung 
von 0'* und 0" in Gl. (12) abzuschätzen, den Wert von bei starrer 
Unterlage zu (Jrunde legen können. Dann erkennen wir: Wir dürfen 
nicht behaupten, dafs wenn klein ist, d. h. wenn die Schwingungs- 
amplituden a und b kleine Zahlen sind, auch 0' oder gar 0'' klein 
seien, weil bei der Differentiation der grofise Faktor N/Ä bezw. N*/Ä^ 
hinzutritt. Wohl aber dürfen wir behaupten, dafs 0'^ Mein ist gegen 
0", da sich die Sinus- oder Cosinusbestandteiie beider im Mittel ver- 
halten wie a* : a oder wie b^ : b. Während also das Glied 0'* absolut 
genommen grofs sein kann, so ist es doch relativ gegen das Glied mit 
0'' belanglos. Wir schliefsen daraus, dafs sein Einflufs auf den Ver- 
lauf der Bewegung klein ist und halten uns dementsprechend für be- 
rechtigt, dasselbe in Gl. (12) zu streichen. 

Dem Folgenden dürfen wir jetzt die zwei linearen Differential- 
gleichungen 

i{M+m) Z" + ÄZ' + ÄZ =» MEf^m^^Q" 

(15) e" ^ iL' e = ^-^"^°^o z" 

ZU Grunde legen. Ihre Diskussion geschieht nach bekannten Regeln, 
die bei der Methode der kleinen Schwingungen (vgl. Kap. V, § 8) 
ständig angewandt werden. 
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Man setze 

(16) Z^Ce^\ e^Be^* 

und beBtinune das Verhältnis der beiden Schwingongsamplituden C und 
B, sowie die Schwingungsfrequenz l durch Eintragen der vorstehenden 
Werte in die Gl. (15). Dabei ist es noch nötig, um vergleichbare, 
d. h. gleichbenannte Amplituden in der Rechnung zu haben, von der 
Amplitude des Winkels 6 etwa zu der Amplitude des Schwerpunkts- 
ausschlages oder, was noch bequemer sein wird, zu der Vertikalpro- 
jektion dieser Amplitude überzugehen. Wenn B die Amplitude von 
0, ist die Amplitude der Schwerpunktsbewegung E-B und die vertikale 
Projektion derselben Esiad'QB. Diese setzen wir gleich 

(17) D = EBm&^B. 

Die Gleichungen (15) lauten mm, nach Eintragen der Werte (16) 
und (17): 

(") j (x'+^)l>-.X'0; 

hierbei wurden die Abkürzungen benutzt: 

nQ\ V ^ 1/ - ^ ,,- ^ Jtf^'sin «»o 

Man bemerke hierbei, dafs v ebenso wie p, eine reine Zahl und 
zwar ein echter Bruch ist. In der That wird nach einem bekannten 
Satz über Trägheitsmomente das Trägheitsmoment A für den Stütz- 
punkt gleich dem entsprechenden Trägheitsmoment für den Schwer- 
punkt vermehrt um ME^] mithin ist ME^ < A und daher i; < 1. 

Aus den GL (18) folgert man: 

Die beiden letzten Glieder dieser Gleichung liefern die Bestimmung 
von A; l berechnet sich als Wurzel der Gleichimg vierten Grades, 

(21) fti/A* = (a* + ^) (A» + VI + V), 

so dafs man vier mögliche Werte von X zur Verfügung hat, die wir 
k^..,k^ nennen und von denen je zwei konjugiert imagimtr sein werden. 
Bei der Diskussion der Wurzeln gehen wir von der naturgemäfsen 
Annahme aus, dafs die Unterlage ziemlich unnachgiebig sei (k nicht 
mehr 00, aber Tc recht grofs, im Besonderen grols gegen N^/A^, 
Dann ist nach Gl. (21) notwendig 
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entweder '^^ + TT ' ' * ^^ klein 

oder A • • • sehr grofs 

Indem wir zunächst die erste Möglichkeit betrachten ^ setzen 
wir il*+ N^/A^^ «, berechnen unter Yemachlässigung höherer Potenzen 
von € zunächst den Wert Ton b und bestimmen daraus zwei Wurzeln 
unserer Gleichung^ deren Näherungswerte wir A^ und Aj nennen. Wir 
finden: 



« = A« + 



IP ^''ä 



\* 



^' ^-S±"'^' 



oder, da Je grofe gegen N^/A^, die rechte Seite also klein ist: 
(22) J.)_±i^(._<^^(».-5T.-V^|) 

mit der Abkürzung 

«-(»--^*+»''5- 

Die beiden andern Wurzeln unserer Gleichung finden wir durch 
Verfolgen der Annahme: X sehr grofs. Wir setzen etwa 1/A =- «' 
und yemachlässigen e'^ b'\ Für s' ergiebt sich aus (21) mit Rück- 
sicht darauf, daÜB k' grofs gegen N^jA} sein sollte, die quadratische 
Gleichung: 

ihre Lösung ist: 

Hieraus ergeben sich die beiden folgenden Wurzelwerte: 

Das Wurzelpaar (Aj, A,) lafet sich mit dem wenig verschiedenen 
Wertepaar ± iNjA in Vergleich setzen, welches (s. pag. 615) den 
Schwingungen der Ereiselaxe bei völlig unnachgiebiger Unterlage ent- 
spricht Es unterscheidet sich von diesem namentlich durch den 
reellen Bestandteil 

der als Folge der dämpfenden Wirkung der Unterlage anzusehen ist 
Daneben ist auch der imaginäre Teil durch das Mitschwingen der 
Unterlage etwas modifiziert. Andrerseits können wir das Wurzel- 
paar (Aj, Aj mit denjenigen Wurzelwerten vergleichen, welche den 
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Schwingungen der Unterli^e bei Abwesenheit des Kreisels nach GL (1) 
zukommen. Man erkennt auch hier eine Rückwirkung des Kreisels 
auf die Schwingungen der Unterlage^ eine Rückwirkung^ die sich 
übrigens; wie man leicht sieht^ am einfachsten als eine scheinbare Ver- 
mehrung der Masse m des ursprüi^lichen schwingenden Systems auf- 
fassen läGst 

Von hier aus können wir hinsichtlich des Charakters der ein- 
tretenden Bewegung folgendes schliefsen: Jedenfalls müssen sich die 
Schwingungen sowohl der Kreiselaxe wie der Unterlage aus Gliedern 
von der Form 

(^', e^', c^S e^*' 

additiv mit konstanten Koeffizienten C^ und D^, deren Verhältnis durch 
Gl. (20) Torausbestimmt ist^ zusammensetzen. Dabei werden sich die 
konjugierten Exponentialgrölsen paarweise zu trigonometrischen Funk- 
tionen vereinigen und zusammen je eine Schwingungszahl und einen 
Dämpfungsfaktor definieren. Insbesondere bestand die Schwingung der 
Kreiselaxe y wenn wir von der Einwirkung der Unterli^e absehen^ aus 
ungedämpften, rein periodischen Schwingungen von der Schwingungs- 
zahl N/2xÄ, Durch die Mitwirkung der Unterlage tnird diese Schmngtmgs- 
zähl etwas abgeändert, die Schwingung wird überdies gedämpft, so dafs sie all- 
mählich absterbet^ mufs; dann aber überlagern sich den genannten noch andere 
gedämpfte Schwingungen, die unter Voraussetzung einer ziemlich unnachr 
giebigen Unterlage Qc > N^/Ä^) wesenüich höhere Schwingungszahl haben. 
Andrerseits sind^ solange wir von der anregenden Wirkung des Kreisels 
auf die Unterlage absehen ^ die natürlichen Schwingungen der Unter- 
lage gedämpfte Schwingungen von sehr grofser Schwingungszahl. Durch 
die Mitunrhung des Kreisels wird ihre Schwingungszahl sowie ihre 
Dämpfung ebenfalls etwas abgeändert und es überlagem sich diesen 
Schunngungen noch VibraMonen von geringerer Schtvingungszahl, deren 
Periode in der Nähe der natürlichen Schwingwngsperiode der Kreisdr 
axe liegt. 

Es ist leicht einzusehen^ dafs die langsamere der beiden Schwingungen, 
die der Eigenschwingung der Kreiselaxe naheliegt ^ in der Bewegung des 
Kreisels deutlicher zum Ausdruck kommen wird, wie in der Bewegung 
der Unterlage und dafs umgekehrt die schnellere Schwingung, die wir 
mit der Eigenschwingung der Unterlage verglichen hatten, in den 
Schwankungen der Unterlage stärker ausgeprägt sein wird, wie in 
denen des Kreisels. In der That zeigt Gl. (20), dafs für unser erstes 
Wurzelpaar il == A^ oder A «= A, , für welches A* + IP/Ä^ klein ist, 
auch C klein gegen D ist; dafs dag^en für das zweite Paar A =» A, 
oder A = A^, für welches A* + h'X + Jc\ wie man leicht nachrechnet^ 
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gleich (ivX^ ist, C gleich D/v wird, also gro&er als D sein mufs. 
Jedes tmserer beiden Systeme, Kreisd und Unterlagey schwingt in der- 
jenigen Periode stärker y die ihm die natürlichere ist. 

In der Beobachtung macht sich namentlich der Umstand geltend, 
daTs die Schwingungen des mit der Unterlage gekoppelten Kreisels 
gedampfte Schwingungen sind. Er zeigt sich darin, dafs die kleinen 
Schwankungen der pseudoregulären Pracession bald absterben und dafs 
die station&re Bewegung der reinen regulären Pracession (Z » 0, 6 » 
oder in unseren früheren Koordinaten geschrieben C — So? ^ = "^0) ^ 
Endzustand angestrebt wird. Wir sahen übrigens früher, dals auch 
andere dissipative Einflüsse (Reibung im Stützpunkte) in ähnlicher 
Weise auf eine Abnahme der Nutationen und auf eine Vereinfiachung 
des BewegungSTorganges hinwirkten. Jedenfalls aber kommt dem Mit- 
schwingen der Unterlage in dem nunmehr erläuterten Sinne bei dieser 
Erscheinung eine wesentliche Rolle zu. 

§ 10. Anliang. Binflnfs der Beibnng auf den in der Horisontal- 
ebene opielenden Kreisel. 

In dem Anhange zum vorigen Kapitel haben wir die Bewegung 
des auf der Horizontalebene frei beweglichen Kreisels unter Absehung 
von der Reibung behandelt. Indessen mufsten wir zum Schlufs jenes 
Anhanges darauf hinweisen, dals die wirklich zu beobachtenden Be- 
wegungen mit der dort gefundenen nur eine entfernte Ähnlichkeit haben. 
Der Gh-und liegt natürlich darin, dsSa die Reibung, die wir dort yer- 
nachlässigt hatten, nicht eigentlich eine sekundäre korrigierende Be- 
deutung hat, sondern dafs sie, man mag die Unterlage noch so glatt 
herstellen wie man wolle (Spiegelglasscheibe), für den Charakter der 
Bahnkurve in erster Linie mafsgebend ist. 

Da sich nun die Bahnkurve des horizontal beweglichen Kreisels 
besonders gut beobachten läfst (s. u.), da sie femer wegen ihrer gesetz- 
mäCsigen und schonen Gestalt ein besonderes Interesse beanspruchen 
darf, so müssen wir wünschen, unsere früheren Betrachtungen durch 
Berücksichtigung der Reibung soweit zu vervollständigen, dafs sie zur 
allgemeinen Erklärung der wirklichen Erscheinungen geeignet werden. 
Allerdings werden wir hierbei von quantitativen Berechnungen im Sinne 
von § 4 und 5 dieses Kapitels absehen und den Einflufs der Reibung 
nur qualitativ diskutieren; femer werden wir von einer emeuten Dis- 
kussion des Luftwiderstandes etc. absehen, da dieser neben der gleitenden 
Reibung an Wichtigkeit zurücktritt 

Auch von dem jetzigen Problem gilt die Bemerkung, die wir 
früher f&r die Reibungswirkungen überhaupt gemacht haben: dafs 



620 Vn. Anhang. Der auf der Horizontalebene spielende Kreisel. 

scheinbar geringfügige Nebenumstande den Charakter der Bewegung 
stark beeinflnssen können. So ist es durchaus nicht gleichgültig, ob 
z. B. die auf der Unterlage gleitende Spitze mehr oder minder zu- 
geschärft ist^ ob die Unterlage grofsere oder geringere Unebenheiten 
hat und Ähnliches. Besonders deutlich tritt die Wirkung solcher Ver- 
hältnisse bei einer Erscheinung hervor, die wir bei Benutzung einer 
Stahlspitze oft zu beobachten Gelegenheit hatten und die wir als den 
Vorgang des ,;Einwurzelns" bezeichnen möchten: Die Kreiselspitze 
gerat in irgend eine für das blofse Auge kaum erkeimbare Vertiefung 
der Unterlage, in der sie weiterhin festgehalten wird; der Kreisel spielt 
nicht mehr auf der horizontalen Ebene, sondern wird durch eine Art 
unsichtbarer Pfanne gezwungen^ sich um einen festen Punkt wie bei 
unserem ursprünglichen Kreiselproblem zu drehen. Wann und wie 
dieses Einwurzeln statthat, läfst sich im Voraus nicht bestimmen. Nur 
soviel ist a priori klar uind wird durch die Beobachtung bestätigt, 
dafs eine zugeschärfte Spitze sich leichter einbohrt, wie eine ab- 
gerundete, die über vorhandene Vertiefungen der Unterli^e ev. hin- 
weggleitet, dafs eine rauhe und weiche Unterlage (Papier und be- 
sonders Pappe) für die gedachte Wirkung günstiger ist, wie eine harte 
und glatte Unterlage (Glasscheibe), ja daß eine beruHste Glasscheibe, auf 
deren Oberfläche der Kreisel selbst durch Zusammenhäufung des Bufses 
Unebenheiten herstellt, wieder günstiger ist wie eine unberufste Scheibe, 
dafs femer bei nahezu aufrechter Stellung von Figuren- und Drehaxe 
ein Einwurzeln häufiger stattfindet wie bei stärker geneigter Axe, weil 
im ersten Falle die zur Hemmung des Auflagepunktes erforderlichen 
Seitenkräfte kleiner sind und daher leichter von der Unterlage her- 
gegeben werden können, wie im letzteren Falle, dafs endlich diese und 
andere Unregelmäfsigkeiten in der Bewegung um so leichter eintreten 
können, je kleiner die Abmessungen und die Massen des Kreisels sind, 
je kleiner der ursprünglich erteilte Impuls war oder je mehr derselbe 
im Laufe der Bewegung abgenommen hat Im Folgenden werden wir 
diese Erscheinung des Einwurzeins, über die sich theoretisch nicht viel 
sagen lä&t, ausschlielBen; wir setzen also eine hinreichend abgerundete 
Spitze auf hinreichend ebener und regelmäfsiger Unterlage voraus. 

Wir wollen nuin den allgemeinen Bewegungsverlauf schildern, wie 
er unter dieser Einschränkung beobachtet wird. Da Wlt zunächst^ 
im G^ensatz zu den Ergebnissen unserer früheren reibungsfreien Be- 
trachtungen, ins Auge, dafs die Horizontalprojektion des Schwerpunktes 
sich nicht, wie früher behauptet wurde, auf gerader Linie mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegt (entsprechend einer dem Schwerpunkt anfänglich 
erteilten horizontalen Geschwindigkeit), bez. dafs (bei der anfönglichen 
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horizontalen Schwerpnnktsgescliwmdigkeit Nnll) der Schwerpunkt nicht 
auf einer festen Vertikalen bleibt^ sondern daüs er vielmehr kreisförmige 
Bahnen beschreibt^ die ungefähr der Bahn des Stützpunktes auf der Unter- 
lage folgen. Es fällt femer ins Auge, daä die Bahn des Stützpunktes, 
die wir früher als Kreis mit aufgesetzten Zacken beschrieben, im Mittel 
nicht einen konstanten Radius hat, sondern dafs sich ihr Radius in 
der Regel yerkleinert, unter Umständen, namentlich gegen Ende der 
Bewegung, allerdings sich gel^entlich auch erweitert. Die Bahnkurve 
des StüUfpunktes und ä)enso die des Schwerpunktes ist also jetzt als eine 
meist sich verengende Spirallinie zu beschreiben. Die einzelnen Win- 
dungen der Spirallinie legen sich in der Regel nicht ineinander, 
sondern mehr oder weniger nebeneinander, was auf die Deutlichkeit 
der entstehenden Figur sehr günstig wirkt. Die Spiralluue erscheint 
daher in einer gewissen Richtung seitlich auseinandergezogen. Man 
konnte in dieser Erscheinung die Folge einer dem Schwerpunkt 
ursprünglich erteilten Anfangsgeschwindigkeit erblicken wollen; in- 
dessen lehrt die Beobachtung in unzweideutiger Weise, dafs es sich 
hierbei lediglich um die Wirkung geringer Neigungen und Unregel- 
mälsigkeiten der Unterlage handelt. In der That konnten wir durch 
absichtliches Schiefstellen der Unterlage eine beliebig starke Aus- 
einanderziehung der Spirallinie bewirken; die Richtung, in der die 
Windungen der Spirale fortschreiten, fallt dabei nicht mit der Richtung 
gröister Neigung auf der Unterlage zusammen, sondern weicht vermöge 
der Ereiselwirkung in bestimmtem Sinne von jener ab. Hinsichtlich 
der Winkelgeschwindigkeit, mit welcher die aufeinander folgenden 
Kreise der Bahnkurve durchlaufen werden, der „Präcessionsgeschwin- 
digkeit^, lehrt die Beobachtung in unzweideutiger Weise, dafs diese im 
Verlauf der Bewegung etwas zunimmt, dafs wir es also mit einer etwas 
beschleunigten Präcession zu thun haben. Endlich wollen wir noch 
als ein allgemeines Ergebnis der Beobachtung erwähnen, deSa die Nu- 
tationen der Kreiselaxe, welche zu den Auszackungen der Bahnkurve 
des Stützpunktes Anlafs geben und dadurch viel zu dem eigenartig 
interessanten Eindruck dieser Kurve beitragen, bei den Experimenten 
ihrer Grofse nach immer sehr gering sind, so dafs sie den gleich- 
mäfsigen Verlauf der Bahnkurve nur unwesentlich unterbrechen. Wäh- 
rend wir also im vorigen Kapitel auf die Nutationen der Kreiselaxe 
besonderen Wert legten und sie durch trigonometrische Funktionen 
annäherten (bei strengerer Rechnung wären sie durch elliptische oder 
gar hyperelliptische Integrale darzustellen), werden wir jetzt bei Be- 
sprechung der Beobachtungen von diesen Nutationen überhaupt ab- 
sehen. 
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Zum Beleg f&r die Yorstehende Schilderong der za beobachtenden 
Vorgänge geben wir in den nachstehenden Fignren zwei Beispiele Yon 
Bahnkurven des Stützpunktes zweier yerschieden^r Kreisel , welche beide 




Fig. 91. 




Pig.9S. 



selbstthätig aufgezeichnet und alsdann photographisch reproduziert 
wurden y so daGsi sie als unmittelbare Beobachtungsdokumente gelten 
können. 

Die erste derselben wurde uns von Lord Kelvin gütigst zur Ver- 
fügung gestellt. Er liels sie entstehen^ indem er auf dem Zeichenpapier 
einen Kreisel spielen liefs, der nach unten hin in einen Bleistift 
auslief. Wir sehen hier die allmähliche Verengerung der Bahn des 
Stützpunktes^ wie sie oben beschrieben wurde. Die einzelnen Windungen 
der spiraligen Bahnkurve legen sich in der Figur von links nach rechts 
neben einander. Die Verkleinerung des Krümmungsradius der Bahn 
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Iiält in diesem Beispiele bis zum Schlüsse aii; wo der Impuls bereits 
stark geschwächt ist und die Linienführung der Bahn etwas unsicher 
und unregelmälsig wird. Die Kurve läuft schliefslich in einige ge- 
setzlose Zacken aus, die dem Umfiedlen des Kreisels entsprechen. Über 
eine geeignete Herstellungsweise solcher selbstregistrierender Kreisel 
berichtet C. Barus*). 

Wir selbst fanden es beim Studium dieser Erscheinungen bequem, 
eine berufste Spiegelglasplatte als Unterlage zu benutzen, auf der sich 
die Spur des Kreisels deutlich markiert, oder, wo wir eine stärkere 
Reibungswirkung wünschten, berufstes Schreibpapier. Als Kreisel dienten 
uns einige kleine, ziemlich leichte Uhrrädchen mit Axe (Abstand des 
Badmittelpunktes vom Stützpunkt ca. 1 cm, Durchmesser des Bädchens 
5 cm. Gewicht 15 gr, die stählerne Auflagespitze bei den yerschiedenen 
Exemplaren mehr oder minder zugeschärfb). Von einem solchen Kreisel 
ist unsere zweite Figur auf einer berufsten Glasplatte aufgezeichnet; die 
hier gegebene Beproduktion ist das Negative des Originals, bei dem 
sich die Bahnkurve als helle Linie auf dem dunkeln Grunde des Bufses 
abhebt. Unsere zweite Figur zeigt deutlichere Nutationen wie die 
erste, im Übrigen läfst sie wieder die Spiralform der Bahnkurve und 
eine gewisse Seitenverschiebung erkennen, die namentlich gegen Ende 
der Bewegung als ein schon ziemlich unregelmälsiger Auslauf in die 
Augen föllt. 

Nachdem wir uns in solcher Weise durch das Experiment vor- 
urteilslos orientiert haben, gehen wir nun an die theoretische Er- 
klärung des Beobachteten. 

Entsprechend der durch die Beobachtimg festgestellten Gering- 
fügigkeit der Nutationen werden wir über den Charakter der Bewegung 
die vereinfachende Annahme machen, dafs dieser in jedem Augenblick 
als präcessions-äJmlich angesehen werden kaniL Unter einer regulären 
Prilcession soll dabei jetzt eine Bewegung verstanden werden, bei der 
die Figurenaxe unter einem konstanten Winkel d" gegen die Vertikale 
geneigt ist und bei der sowohl der Schwerpunkt wie der Stützpunkt 
des Kreisels je einen Kreis mit konstanter Geschwindigkeit um die- 
selbe vertikale Gerade beschreiben. Präcessions-ähnlich wird eine Be- 
wegung entsprechend dann heifsen, wenn der Neigungswinkel d" nur 
langsam veränderlich ist und wenn die Bahnen von Stützpunkt und 
Schwerpunkt nahezu kreisförmige und nahezu gleichförmig durchlaufene 
Spirtden werden. 

Hinsichtlich der Gestalt des Kreisels an der Unterstützungsstelle 



*) Science, September 1896. 
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mögen die beim Exeisel mit festem Punkte (§ 3) eingeführten Vor- 
stellungen gültig bleiben: das untere Ende des Ereisels laufe in eine 
Halbkugel von kleinem Radius q aus; der tiefste Punkt der Halbkugel, 
welcher kein individueller Ereiselpunkt ist sondern in jedem Augen- 
blicke wechselt, ist der Stützpunkt P. Während der senkrecht über 
P gelegene Mittdpuhkt der Halbkugel in § 3 ein fester Punkt war, 
beschreibt derselbe jetzt bei der regulären Präcession einen Ereis. 
Legen wir durch P eine Ebene senkrecht zur augenblicklichen Rotations- 
aze, so schneidet diese unsere Halbkugel in einem Kreise, den wir 
den „Stützkreis^ nennen können; die sämtlichen Punkte dieses Kreises 
werden nämlich, sofern die augenblickliche Rotationsaxe im Kreisel 
nicht zu schnell wechselt, nach einander die Rolle des Stützpunktes über- 
nehmen, indem sie durch die Rotation nach einander in die Lage des 
tiefsten Punktes der Halbkugel übergeführt werden. 

Als Gesetz der Reibung — es soll sich lediglich um gleitende 
Reibung handeln — legen wir wieder das Goulombsche Gesetz (§ 2) 
zu Grunde. Der Reibungswiderstand W im Stützpunkte ist dann eine 
horizontale Kraft von der (Jröfse (iR, wenn R den Gegendruck der 
Unterlage gegen den Kreisel bedeutet. Letzterer ist, wie pag. 515 
auseinandergesetzt wurde, allgemein gleich M{g + y), wo /' die 
Schwerpunktsbeschleunigung bedeutet; im besonderen wird also bei 
einer präcessions-ahnlichen Bewegung hinreichend genau: 

(1) R^Mg, W==(iMg. 

Richtung und Sinn des Reibungswiderstandes hängen von der Richtung 
des Gleitens im Stützpunkte ab. Um letztere zu bestimmen, werden 
wir Yorübergehend den Mittelpunkt der genannten Halbkugel zum 
„Bezugspujikte" wählen und die Bewegung des Kreisels in eine Parallel- 
yerschiebung, deren Geschwindigkeit mit der Geschwindigkeit des 
Punktes übereinstimmt, und eine Drehung um eine Axe durch 
zerlegen. De/ Punkt P erhält auf diese Weise die beiden Geschwindig- 
heiten v und F; v sei die Geschwindigkeit der ParallelYerschiebung, 
oder die (Jeschwindigkeit von 0, V diejenige Geschwindigkeit, die P 
vermöge der Drehung um erhält Fällt, wie wir annehmen wollen, 
die augenblickliche Drehaze durch nahezu mit der Figurenaxe zu- 
sammen, so liegt die Richtung von V nahezu senkrecht zur Figuren- 
axe und es wird die Gröfse von V gleich dem senkrechten Abstand 
des Punktes P von der Figurenaxe, d. i. gleich q sind' multipliziert 
mit der augenblicklichen Drehgeschwindigkeit des Kreisels um 0. Die 
Richtuing des Gleitens wird dann durch geometrische Zusammensetzung 
der beiden Geschwindigkeiten v und V gefunden — durch geometrische, 
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nicht durch algebraische Zusammensetzung, weil, wie wir sehen werden, 
die Richtungen yon v und V notwendig gegen einander geneigt sind. 
Man wird nun drei Falle unterscheiden können, nämlich 

' 1) r>v, 2) F=t;, 3) r<v. 

Fall 1) wird bei rascher Rotation des Kreisels der normale sein; 
je grö&er nämlich die Rotation, um so grofser wird die der Rotation 
entsprechende Geschwindigkeit V des Stützpunktes und um so kleiner 
wird, nach den Resultaten bei der reibungsfireien Bewegung zu urteilen, 
die Präcessionsgeschwindigkeit und daher auch die Geschwindigkeit v 
werden. Bei hinreichend starker Rotation wird man sogar v gegen V 
yemachlassigen und die Richtung des Gleitens mit der Richtung von V 
identifizieren können. 

Fall 3) wird sich einstellen, wenn im Verlaufe der Bewegung die 
Eigenrotation durch die Reibung bereits beträchtlich geschwächt ist. 
Dann ist die Geschwindigkeit v fQr die Bestimmung der Gleitrichtung 
maisgebend. 

Im Gh'enzfalle 2) findet, wenn wir die Gleichung V=v nicht nur 
als eine Bedingung fclr die Gh'öfse, sondern auch fär die Richtung der 
(in entgegengesetztem Sinne zu zählenden) Geschwindigkeiten v und V 
auffassen, überhaupt kein Gleiten statt. Bei entgegengesetzter Gleich- 
heit von t; und V ist nämlich der augenblickliche Stützpunkt in rela- 
tiver Ruhe zur Unterlage; es rollt dann der augenblickliche Stützkreis 
ohne Gleiten auf der Unterlage ab. Ob aber im Verlauf der Bewegung 
dieser Grenzfall sich überhaupt yorübergehend realisiert, ist zweifel- 
haft und hängt Ton den Anfangsbedingungen ab. 

Wir untersuchen zunächst den normalen Fall 1) des Näheren. 

In Fig. 93 haben wir diejenigen Kreise verzeichnet, welche der 
Schwerpunkt 8 und der Punkt nach Voraussetzung bei der präcessions- 
ähnlichen Bewegung annähernd beschreiben. Beide Kreise sind durch 
senkrechte Projektion in die den Kreisel tragende Horizontalebene ver- 
legt. Die Rotation finde annähernd um die Figurenaxe im Sinne des 
Uhrzeigers statt. Die Projektion des im Schwerpunkte konstruierten 
Drehimpulses auf diese Axe sei dementsprechend N>0, Dann findet 
auch die Präcession des Stützpunktes von oben gesehen im Uhrzeiger- 
sinne statt. Letzteres können wir aus unseren früheren Ergebnissen 
bei Vernachlässigung der Reibung entnehmen. Die Winkelgeschwindig- 
keit ff;' der Knotenlinie, welche zugleich die Winkelgeschwindigkeit 
bedeutet, mit der der Stützpunkt um die (bei unserer früheren Be- 
trachtung feste) Vertikale durch den Schwerpunkt rotiert, hatte (s. z. B. 
Gl. (31) von pag. 526) im Mittel den Wert 

Klain-SommeTfeld, Kieiselbewegnng. 40 
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(2) 

ist also positiv bei positivem N. Sicherlich wird der Sinn der 
Pracessionsbewegnng durch die Reibung nicht umgekehrt werden 
können. Hierdurch ist die der Bahn Ton in Fig. 93 beigegebene 
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Pfeilrichtung gerechtfertigt Dieselbe Pfeilrichtung kommt ersichtlich 
auch der Schwerpunktsbahn zu. Wir werden aber auch die Größe 
der in (2) genannten Präcessionsgeschwindigkeit auf den vorliegenden 
Fall übertragen dürfen^ da die Reibung auf dieselbe nur einen in- 
direkten Einflufs (durch Verkleinerung von N) hat. 

Die oben eingefUirten Geschwindigkeiten v und V sind jetzt nach 
Richtung und örofse leicht angebbar. t; hat die Richtung der an die 
Bahn von im Punkte P gelegten Tangente und ist in unserer Figur 
von P aus nach hinten gerichtet. V liegt ungefähr senkrecht zur 
Figurenaxe und ist bei dem festgesetzten positiven Rotationssinn in 
unserer Figur nach vorne gerichtet. Der Grölse nach ist, wenn r^ den 
Radius der Bahn von bedeutet, 
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(3) 

Femer folgt aus dem Eigenimpuls N die Gröüse der Rotation um die 

Figurenaxe gleich NIC (C = Trägheitsmoment um die Figurenaxe) und 

hieraus nach obigem angenähert: 

(4> V^qnm»^- 
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Wir setzen yoranSy dafs nicht nur, entsprechend der Bedingung des 
Falles 1), V grö&er als t?, sondern dafs V grofs gegen v sei. Dies 
besagt nach (3) und (4) 

Bei hinreichend grofsem Eigenimpuls und hinreichend schräger Figuren- 
axe wird diese Bedingung in der That erfdllt sein. 

Zugleich mit V steht unter der Annahme (5) auch der Reibungs- 
widerstand W annähernd senkrecht auf der Figurenaxe; dem Sinne 
nach ist er in unserer Figur nach hinten gerichtet. Mit der öröfse 
und Richtung von W hängt aber die Schwerpunktsbewegung aufs 
engste zusammen. Da nämlich W die einzige horizontale Kraft ist, 
die auf den Kreisel wirkt, so ist die Horizontalbeschleunigung des 
Schwerpunkts zu W parallel und gleich WiM = iig (s. Gl. (1)). Be- 
schreibt, wie wir annahmen, der Schwerpunkt nahezu einen Kreis mit 
annähernd konstanter Geschwindigkeit, so ist die Schwerpunkts- 
beschleunigung nahezu zentripetal, also senkrecht gegen die Kreis- 
peripherie nach innen gerichtet. Da diese Richtung andrerseits genau 
parallel zur Richtung von W und daher nahezu senkrecht zur Richtung 
der Figurenaxe steht, so folgt, dafs die Projektion der Figurenaxe auf 
die tragende Horiisontalebene den Schwerpunktshreis nahem tangieren 
mufs. Und zwar entspricht von den beiden Tangenten, die in Fig. 93 
von der augenblicklichen Lage von P an den Schwerpunktskreis ge. 
legt werden können, offenbar die ausgezogene vordere Tangente den 
Verhältnissen des in Rede stehenden Falles 1). Der Schwerpunkt bleibt 
also bei der Durchlai^ng seines Kreises immer etwas hinter dem Stütz- 
punkte zurück; die Figurenaxe schneidet nicht die Vertikale durch den 
Mittelpunkt unserer Kreise, sondern dreht sich in windschiefer Lage 
um dieselbe herum. Auch die Gh'öfse des Schwerpunktskreises folgt 
nun leicht aus der Grölse der Schwerpunktsbeschleunigung. Letztere 
ist einerseits bekanntlich gleich r^^'^ andrerseits wie oben bemerkt, 
gleich [ig. Man hat also 

Der Schwerpunktskreis ist um so gpröfser, je grölser der Eigenimpuls 
und je kleiner das Schweremoment P^MgE ist; aufserdem nimmt 
seine Gröüsie natürlich mit abnehmendem Reibungskoeffizienten ft ab 
und reduziert sich bei verschwindender Reibung auf Null, in Überein- 
stimmung mit früheren Ergebnissen. Auch die Ghröise des vom Stütz- 
punkt beschriebenen konzentrischen Kreises ist hiemach bekannt. Man 
hat nämlich nach Fig. 93: 

40* 
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(7) r,« = r,* + (E8in^)^ 

wo EBind' die Projektion der Länge 08 in die Horizontalebene be- 
deutet. Dieser Kreis wird im allgemeinen nur wenig grölser sein wie 
der Schwerpnnktskreis. 

Nachdem die Schwerpnnktsbewegong bestimmt ist^ haben wir die 
Drehung um den Schwerpunkt zu besprechen. In welchem Sinne wird 
dieselbe durch die Reibung W beeinflufst? Wir konstruieren uns zu- 
nächst das Reibungsmoment Wt{W) mit Bezug auf den Schwerpunkt. 
Vernachlässigen wir den Abstand q der Punkte und P, so enthalt 
die durch S und W gelegte Ebene annähernd die Fignrenaxe. Der das 
Reibungsmoment darstellende Vektor^ welcher als Lot auf dieser Ebene 
zu konstruieren ist; steht daher annähernd senkrecht auf der Fignren- 
axe und ist in der durch die Figurenaxe gelegten Yertikalebene unter 
den Verhältnissen unserer Figur 93 sehnig nach oben gerichtet Der- 
selbe setzt sich nun mit dem vorhandenen Drehimpulse in der Weise 
zusammen^ dafs sich der Impuls in jedem Zeitelemente dt um dJ^Wldt 
ändert. Der Impuls^ der annähernd die Richtung der Figurenaxe hat, 
wird dadurch nach oben hin abgelenkt Der Impuls richtet sich durch 
die Beibungstcirhmg allmählich auf. Um von hieraus zu schliefsen^ dafs 
auch die Figurenaxe sich aufrichtet^ erinnern wir an die Schlufsweise 
von pag. 555; wonach die Rotationsaxe annähernd der Impulsaxe folgt^ 
während die Figurenaxe in schnellem Zeitmafs um die Rotationsaxe 
herumgeführt wird^ so dafs ihre mittlere Lage mit der Lage der 
Rotationsaxe annähernd übereinstimmt. Wir erkennen hieraus weiter, 
dafs die Figurenaxe dauernd in der Nahe des Impulses bleibt, sich also 
ebenfalls aufrichtet. 

Natürlich ist neben dem Reibungsmomente Wt{W) das Moment 
des Gegendruckes Wt{B) zu berücksichtigen; dieses hat eine horizontale 
Axe und giebt in der Tom reibungsfreien Falle her bekannten Weise 
indirekt zu der Präcession des Kreisels Anlafs. 

In erster Annäherung bleibt die Gröfise des Impulses vermöge der 
Reibungswirkung ungeändert, da der Impuls-Endpunkt (vgl Fig. 93) 
annähernd senkrecht gegen die Fignrenaxe und daher auch annähernd 
senkrecht gegen die Impulsrichtung fortschreitet. Es ist aber klar, 
dafs auf die Dauer der Impuls dennoch geschwächt werden muüs. 
Denn einerseits wird bei der Hebung der Figurenaxe Arbeit gegen 
die Schwerkraft geleistet, andrerseits geht an der Unterlage dauernd 
Reibungsarbeit verloren. Diese Arbeitsverluste müssen aus der leben- 
digen Kraft des Kreisels gedeckt werden, also teils aus der lebendigen 
Kraft der Schwerpunktsbewegung, teils aus derjenigen der Drehbewegung. 
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Die Schwerpunktsgeschwindigkeit ist gleich r^if;' und hat nach den Gl. (2) 

und (6) die Gfröfse 

N 
i^9 
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SoU dieselbe abnehmen^ so mufs N abnehmen. Zu dem gleichen 
Resultat werden wir offenbar gefQhrt^ wenn wir annehmen, dafs die 
Arbeitsyerluste auf Kosten der lebendigen Kraft; der Drehbew^ung 
Yor sich gehen. Denn der Hauptbestandteil dieser lebendigen Kraft 
ist wie bekannt N^/2C, Während also der Eigenimpuls N in erster 
Näherung konstant bleibt, mufs er in zweiter Näherung langsam ab- 
nehmen. 

Die allmähliche Verminderung von N bedingt aber weiter, dafs 
sich die Pracessionsgeschwindigkeit V^' nach Gl. (2) beschleunigt und 
femer nach Gl. (6), dafs sich der Radius des Schwerpunktskreises Ter- 
ringert. Hieraus folgt nach Gl. (7), dafs auch der Radius des vom 
Stützpunkte beschriebenen Kreises r^ abnehmen mufs, der übrigens in 
geringerem Grade auch durch das Aufrichten der Figurenaze (Ver- 
kleinerung des Winkels d) verkleinert wird. Diese Ergebnisse stimmen, 
wie man sieht, mit den Torangestellten Resultaten der Beobachtung 
überein. 

Wir fassen unsere Betrachtungen wie folgt zusammen: Im Falle 1) 
\y>v oder besser V grofs gegen t?] läuft der Schwerpunkt awf einem 
Kreise^ dessen Badius sich allmählich verkleinert, also genauer gesagt, 
auf einer sich verengernden Spirale, und zwar mit abnehmender Ge- 
schunndigkeit Das Gleiche gut von dem SUUapunkte P oder dem HaRh 
kugelmittelpunkte 0, Die Figurenaae, die ursprünglich unter dem Winkel 
d' unndschief an der vertikalen Mittellinie des Schwerpunktskreises vorbei- 
geht, richtet sich im Verlauf der Bewegung durch den Einfiufs der Reibung 
immer mehr auf 

Wir wollen in ähnlicher Weise den Fall 3) t; < F diskutieren. 
Hier ist die Geschwindigkeit v für den Sinn des Gleitens malsgebend; 
unter den Verhältnissen unserer Fig. 94, wo t; im Punkte P nach 
hinten gerichtet ist, wird der Reibungswiderstand W nach Tom ge- 
richtet sein. Halten wir an unserer Annahme fest, dafs der Schwer- 
punkt sich nahezu gleichförmig auf einem Kreise bewegt, so mufs 
seine Zentripetalbeschleunigung wieder nach Richtung und Gröfse gleich 
W/M sein. Die Zentripetalbeschleunigung mufs also in Fig. 94 ebenso 
wie W nach Tom gerichtet sein, d. h. 8 mufs sich auf dem hinteren 
Halbbogen des Schwerpunktskreises befinden. Der Schwerpunkt eilt 
jetzt dem Stützpunkt im Sinne der Bewegtmg etwas vora/us. Die Figuren- 
axe geht abermals an der durch den Mittelpunkt des Schwerpunkts- 
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kreises gelegten Vertikalen windschief vorbei. Dagegen können wir 
nicht mehr wie im Falle 1) behaupten, dafs W nahezu senkrecht zur 

Figurenaxe steht; es ist des- 
halb in Fig. 94 die in die 
Horizontalebene projizierte 
Figurenaxe nicht wie vorher 
als Tangente sondern als 
Sekante an den Schwer- 
punktskreis gelegt. Für die 
Gröfse des Schwerpunkts- 
kreises gilt wie vorher die 
Formel (6). 

Es handelt sich femer 
um den Einflufs der Reibung 
auf die Drehbewegung. Hier 
liegen die Verhältnisse dem 
Sinne nach umgekehrt wie 
im Falle 1). Da der Reibungs- 
widerstand in unserer Figur 
nach vorne gerichtet ist, 
giebt er im Schwerpunkte 
ein Moment, dessen reprä- 
sentierender Vektor schräg 
nach unten verläuft. Der Impuls-Endpunkt wird also durch die Reibungs- 
wirkung jetzt nach unten abgelenkt. Der Impulswiktor und (bei Hinzu- 
nahme der Überlegung von pag. 555) auch die Figurenaxe werden sich senkev^. 
Um auch hier die Arbeitsverhältnisse zu berücksichtigen, bemerken 
wir, dafs durch die Senkung der Figurenaxe Arbeit gewonnen, dafs da- 
gegen durch den Reibungswiderstand dauernd Arbeit verbraucht wird. 
Wahrscheinlich wird die letztere Arbeitsgröfse überwiegen, sodafs im 
Ganzen die lebendige Kraft und insbesondere der Eigenimpuls weiter 
abnimmi Wir sahen oben, daft hieraus eine Verkleinerung des Schwer- 
punktskreises und weiterhin eine Verkleinerung der Bahn des Stütz- 
punktes folgen würde. Andrerseits würde die zunehmende Neigung der 
Figurenaxe bei ungeändert bleibender Schwerpunktsbahn eine Ver- 
grölBcrung der Bahn des Stützpunktes bedingen. Welcher von beiden 
Umständen mehr Einflufs auf die Gröfse der Bahn des Stützpunktes 
haben wird, Mst sich allgemein nicht entscheiden. Thatsächlich be- 
obachtet man gegen Ende der Bewegung bei geschwächtem Eigen- 
impuls N zuweilen eine Erweiterung, zuweilen eine Verengerung der 
Bahn des Stützpunktes. 




Tig.M. 
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Als hauptsächliches Ergebnis dieser allerdings sehr unsicheren 
Betrachtung ist zu betonen: Die Figurmaxe mufs sich im FaUe 3) 
senken. Hierbei kann es nicht ausbleiben^ daüs der Kreisel schliefslich 
mit seinen oberen Partien die Unterlage berührt und nach einigen un- 
regelmäfsigen Auslaufsbewegungen zur Ruhe kommt. 

Hinsichtlich des Grenzfalles 2) t; = F wollen wir uns kurz fassen. 
Dieser kann sich nur vorübergehend und, da wir die den Fall defi- 
nierende Gleichung als Bedingung sowohl für die Grölse wie für die 
Richtung der Geschwindigkeiten v und V auffeissen wollten, nur unter 
besonderen Umständen einstellen. Da in diesem Grenzfalle der Stütz- 
punkt an der Unterlage überhaupt nicht gleitet, so ist die eyentuell 
Yorhandene Reibung als eine Reibung der Ruhe (ygl. § 2) zu bezeichnen. 
Man hat alsdann nach Coulomb W^ f^o-^^; ^^ N ^^^ Reibungskoeffi- 
zienten der Ruhe bedeutet Insbesondere ist es möglich, daCs die 
ruhende Reibung gleich Null wird, wenn nämlich der Schwerpunkt, 
dessen Beschleunigung auch jetzt nach Richtung und Grofse, gleich 
W/M sein muis, in Ruhe ist, wenn also der Schwerpunktskreis sich 
auf einen Punkt zusammengezogen hat. In diesem Falle ist es denk- 
bar, dafs der Kreisel seine Präcession ausführt, genau so wie auf einer 
idealen glatten Ebene, die wir im Anhange zu Kapitel VI voraussetzten, 
daGs also die Figurenaxe weder steigt noch fällt. Eine solche Be- 
wegung könnte sogar beliebig lange andauern, wenn nicht andere hier- 
bei aufser Betracht gelassene Einflüsse (rollende Reibung, Luftwider- 
stand) die Bedingungen des Falles 2) stören und den Übergang zu dem 
Fall 3) bedingen würden. 

Die Unterscheidung der vorangestellten drei FäUe F>t;, V=v, F<v 
haben wir einer Note von Archibald Smith*) entnommen, in welcher 
überdies namentlich der EinfluTs der besonderen Form des Auflager- 
endes diskutiert wird. Um unsere früheren Reibungsbetrachtungen in 
diese Fallunterscheidung einzuordnen, bemerken wir, dafs beim Kreisel 
mit festgehaltenem Punkte natürlich t? =» ist. Hier befinden wir 
uns also notwendig unter der Bedingung des Falles 1). Dementsprechend 
fanden wir früher, dafs vermöge der gleitenden Reibung die Figurenaxe 
des Kreisels mit festem Punkte sich allemal aufrichten müsse. Eine 
Behandlung des vorliegenden Reibungsproblems findet sich, soweit es 
die Drehung des Kreisels um seinen Schwerpunkt angeht, auch in dem 
bekannten Buche von Jellett**), jedoch mit dem Unterschiede, dafs 

*) Note on the theory of the spinning top. Cambridge Mathematical Journal 
Vol. 1 (1846) pag. 47. 

•*) Theorie der Reibung, deutsch von Lüroth und Schepp. Leipzig 1890, 
Kapitel 8, pag. 198. 
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hier die Richtimg des Gleitens allein nach der Geschwindigkeit V 
beurteilt und das Vorhandensein der Geschwindigkeit v übersehen wird. 
Indem also Jellet gewissermafsen die Geschwindigkeit v gleich Null 
setzt, befindet er sich gleichfalls unter der Bedingung des Falles 1) 
und zeigt dementsprechend durch Rechnungen, die unserer obigen 
qualitativen Überlegung als Stütze dienen können, dafis die Figurenaze 
sich aufrichten müsse. Nimmt man andrerseits an, dafs der Kreisel 
nach unten hin in eine absolut scharfe konische Spitze auslauft, so 
wird der Stützpunkt ein Punkt der Figurenaxe, nämlich eben diese 
Spitze sein; alsdann ist bei reiner Rotation um die Figurenaxe F=» 
und wir befinden uns stets im Falle 3). Infolgedessen würde bei 
absolut zugeschärfter Auflagestelle die Figurenaxe unter allen Um- 
ständen durch die Reibung gesenkt werden. 

Die hier gegebene Behandlung ist sowohl nach theoretischer wie 
nach experimenteller Seite hin reichlich unvollständig. So haben wir 
es nach theoretischer Seite überhaupt vermieden, die mit Reibungs- 
gliedem behafteten Differentialgleichungen der Bewegung aufzuschreiben, 
weil wir uns bei der Unsicherheit der physikalischen Grundlagen keinen 
der Mühe entsprechenden Nutzen fOr das Verständnis des wirklich Be- 
obachteten aus eingehenderen analytischen Entwickelungen versprachen. 
Nach experimenteller Seite haben wir uns mit der Aufzeichnung der 
Bahnkurve begnügt, welche der Unterstützungspunkt auf der Unter- 
lage beschreibt, dagegen haben wir genauere Messungen über die zu 
jeder Bahnkurve gehörige Impulsgröfse, über die Abhängigkeit der 
Bewegung von den Anfangsbedingungen, von der Form der Auflage- 
fläche etc. unterlassen müssen. Das letztere Versäumnis scheint uns 
im vorliegenden FaUe schwerer zu wiegen, wie das erstere; wie wir 
denn allgemein wiederholentlich betonen möchten, dafs das Verständnis 
der wirklichen Bewegungsvorgänge, sofern dabei Reibungseinflüsse 
vorherrschend sind, mindestens ebenso sehr durch Beobachtung wie 
durch Rechnung zu fördern ist. 



Kapitel Vni. 

Anwendungen der Kreiseltheorie. 

Absehnltt A. Astronomlflehe Anwendungen. 

§ 1. Die Präoession der Brdaze, im Ansohlufs an eine Idee von 

Ganfs behandelt. 

Entsprechend der dominierenden Stellnng, welche die astrono- 
nomischen Anwendungen in der älteren mathematischen Litteratur 
einnehmen^ ist das Problem der Botationserscheinungen des Erdkörpers 
von hervorragendem EinflulB auf die Entwickelung der Kreiseltheorie 
überhaupt gewesen, wie sich unter Anderem in der auch von uns über- 
nommenen Nomendatur: reguläre Pracession, Nutation, Knotenlinie 
erweist Fast die sämtlichen Namen der mathematischen Elassiker, 
allen voran Newton, dann Euler, d'Alembert, Laplace, Lagrange, 
Poisson, finden wir mit der Geschichte dieses Problems verknüpft. 

Die Theorie der astronomischen Präcession ist sehr einfach, wenn 
man sich auf eine erste Annäherung beschränkt, sehr kompliziert, wenn 
man eine erschöpfende Behandlimg anstrebt. Der letztere Standpunkt 
wird in den Lehrbüchern der Astronomie^) eingenommen, auf den 
ersteren müssen wir uns im wesentlichen stellen. Lediglich um dem 
nicht -astronomischen Leser einen Einblick in die mühsamen und be- 
wundernswert gründlichen Methoden der Astronomie zu verschaffen, 
wollen wir zum Schlufs dieses Abschnittes einige Resultate der ge- 
naueren Theorie hersetzen. 

Die Schwierigkeit wächst ganz aufserordentlich, wenn wir den 
Boden der abstrakten Dynamik verlassen und den Erdkörper nicht 
mehr als absolut starr ansehen. Die Diskussionen, die dann auftreten, 
sind heute noch keineswegs abgeschlossen. Wir werden diese Dinge 
für den folgenden Abschnitt aufsparen und zunächst an der Annahme 
der Starrheit festhalten. 



*) Wir beziehen uns im Folgenden anf Tiseerand, Mdcaniqne eheste, 1. 11, 
Chap. 22^27. Li § 194, pag. 442 berichtet Tisserand über die Geschichte des 
Problems und den Anteil der oben genannten Klassiker an seiner Erforschnng. 
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Die Methode, der wir uns bedienen werden, ist einem von Oaufs 
angegebenen Verfahren zur Berechnung der säkularen Störungen der 
Planetenbahnen nachgebildet. Sie hat den Vorzug groJGser Anschaulich- 
keit und liefert die einzelnen Bestandteile der Losung schrittweise nach 
der Reihenfolge ihrer Wichtigkeit Auf das vorliegende Problem scheint 
sie bisher nicht angewandt zu sein. Gktufs selbst leitet seine Methode 
durch die Bemerkung ein, dafs „die Säkularveränderungen einer Planeten- 
bahn durch die Störung eines anderen Planeten dieselben sind, der 
störende Planet mag ^eine elliptische Bahn nach Keplers Gesetzen 
wirklich beschreiben, oder seine Masse mag auf den Umfang der 
Ellipse in dem Ma&e verteilt angenommen werden, dafs auf Stücke 
der Ellipse, die sonst in gleich grolsen Zeiten beschrieben werden, 
gleich grolBe Anteile an der ganzen Masse kommen'^ 

Diesen Gedanken wollen wir uns zu eigen machen und erweitem: 
Wir wollen nicht nur die Masse des störenden, sondern später (§ 2) 
auch die des gestörten Körpers, wo dieses wünschenswert ist, längs 
seiner Bahn verteilen, die wir dann als starren Ring behandeln, und 
werden nicht nur die säkularen, sondern auch, bei Zugrundelegung einer 
anderen Massenverteilung, die periodischen Störungen (§ 3) zu finden 
lernen. 

So wie Gaufs seine Methode auseinandergesetzt hat, dient sie zur 
gefiMXWfn Bestimmung der säkularen Störungen (wenigstens derjenigen 
erster Ordnung). Indem wir auf die von Gaufe beabsichtigte Ge- 
nauigkeit verzichten, werden wir sie dadurch vereinfachen, dafs wir 
zunächst von der Excentricität der Bahn, d. h. hier der Sonnen- und 
Mondbahn absehen, diese also als kreisförmig voraussetzen. Damit 
fällt aber zugleich die in dem Gaufsischen Gitat vorgesehene XJngleich- 
formigkeit der Massenverteilung fort, welche ja der ungleichförmigen 
Bewegung auf der Ellipse entsprechen sollte, und macht einer gleich- 
förmigen Verteilung auf der Kreisperipherie Platz. 

Der wichtigste Teil der Rotationserscheinungen der Erde ist die 
TrS/xssMm^ewegung, Die kinematischen Verhältnisse derselben sind 
uns im Groben schon von früher her (pag. 50) bekannt: Die Erdaxe 
bildet mit der Normalen zur Ekliptik einen Winkel von 237^® (ge- 
nauer zur Zeit 23® 27' 7", welche Zahl aber selbst langsam veränderlich 
ist) und dreht sich unter diesem Winkel um die besagte Normale in 
ca. 26000 Jahren einmal herum. Zusammen mit der täglichen Um- 
drehung der Erde stellt diese Axenbewegung eine reguläre Präcession 

*) Determinatio attractionis etc., Ges. W. Bd. 3, pag. 881 und 867. Es ist 
dies dieselbe Abhandlung, welche die einzige direkte Mitteilung von Gaufs üher 
seine Theorie der elliptischen Integrale enthält. 
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im früheren Siime dar xx. zw. eine retrograde: Betrachten wir nämlich 

den Vorgang yon derjenigen Seite der Ekliptik aus^ nach welcher der 

Nordpol der Erde hinweist^ so findet 

die Drehung der Erde um ihre Figuren- 

axe entgegen dem Sinne des Uhrzeigers^ 

die Drehung der Erdaxe um die Normale 

der Ekliptik im Sinne des Uhrzeigers 

statt (s. die nebenstehende Figur; die 

drei Pfeile, welche bez. der Figurenaxe 

der Erde F, der Normalen N und der 

Ebene E der Ekliptik beigegeben sind, 

deuten die Richtung der Erdrotation, der 

Präcession der Erdaxe und der schein- pig. 95 

baren Sonnenbewegung an); der schmale 

Polhodiekegel, dessen Grofse pag. 50 ermittelt wurde, rollt im Innern des 

Herpolhodiekegels ab (vgL Fig. 8 von pag. 52 sowie Fig. 100 a). 

Diese Verhältnisse ebenso wie die Zahl 26000 sind der Beobachtung 
natürlich nicht direkt zuj^nglich. Letztere bezieht sich vielmehr auf 
die Schnittpunkte der Ekliptik mit der Äquatorebene, welche be- 
kanntlich Frühlings- \md Herbst- ÄquinoJcHäljmnkte {Tag- und Nacht- 
gleichenrPu/nkte) heifsen und deren Verbindungsgerade die Knotenlinie K 
ißt Aus der Präcessionsbewegung der Erdaxe folgt nun, dafs sich 
auch diese Punkte im Sinne des Uhrzeigers, d. h. entgegen dem Sinne 
der scheinbaren Sonnenbewegung um die Normale der Ekliptik herum- 
bewegen und zwar, wie die Beobachtung zeigt, in jedem Jahre um den 
Betrag von ca. 50''> Hieraus berechnet sich rückwärts die angegebene 
ungefiüire Periode von 26000 Jahren. Es ist nämlich die Zeit eines 
vollen Umganges der Äquinoktialpunkte, also auch die Zeit, in der 
die Erdaxe die Normale der Ekliptik einmal umkreist, gleich 

^ = ca. 26000 Jahren. 

Wir fragen nun, wie weit diese Erscheinung durch die bisherige 
Theorie des schweren symmetrischen Kreisels erklärt werden kann. 
Dafs es sich um nichts anderes, als eine Wirkung der allgemeinen 
Gravitation auf die am Äquator wulstförmig aufgetriebene, rotierende 
Erdmasse handelt, hat schon Newton"^) erkannt und damit einen der 
wichtigsten und bewundernswertesten Belege seiner Theorie geschaffen. 

Da die ins Spiel kommenden Anziehungskräfte nur von der gegen- 
seitigen Lage der Himmelskörper abhängen, dürfen wir uns den Schwer- 

*) Philosophiae naturalis principia mathematica. 1687. Tom. m, Prop. 
XXI, Theor. XVII. 



636 Vlil. Abschnitt A. Afltronomische Anwendungen. 

pimkt der Erde als fest und die übrigen Himmelskörper rektiy gegen 
die Erde bewegt denken. Von diesen werden wir nur diejenigen Körper 
zn berücksichtigen brauchen^ welche entweder durch ihre überwiegende 
Gh-ölae oder durch ihre geringe Entfernung von der Erde ausgezeichnet 
sind, d. h. nur die Sonne und den Mond. Zur yoUständigen Behandlung 
der Botationserscheinungen der Erde wäre es erforderlich, die wechselnde 
Ghrölse der Anziehungskraft infolge der wechselnden Entfernung beider 
Körper von der Erde und die wechselnde Richtung der Kraft infolge 
des Fortschreitens der Körper auf ihren Bahnen zu berücksichtigen. 
In dieser Allgemeinheit werden wir auf das Problem im dritten Parar 
gräphen zurückkommen. Wir werden uns dort das zeitlich veiÄnder- 
liche Potential der Sonnen- und Mondanziehimg V(t) in eine trigono- 
metrische Reihe nach der Zeit t entwickelt denken und die den einzelnen 
Perioden des Sonnenumlaufs, des Umlaufs der Mondknoten etc. ent- 
sprechenden periodischen Glieder für sich betrachten. Das konstante 
Glied jener Reihe liefert im Besonderen die säkulare Eintvirkung von 
Sonne und Mond auf die Erde, welches als Folgeerscheinung die 
uns zunächst interessierende Präcessionsbewegung der Erdaxe ergiebt. 
Indem wir an dieser Stelle auf jene allgemeinere Betrachtung nur hin- 
weisen, wollen wir uns nun des anschaulichen Gaufsischen Verfahrens 
bedienen, welches gerade den in Frage kommenden säkularen Teil aus 
der gesamten Anziehungswirkung aussondert. 

Wir denken uns also die Masse von Sonne und Mond auf ihren 
relativen Bahnen gegen die Erde ausgebreitet, und zwar gleich- 
formig ausgebreitet, da wir diese Bahnen als Kreise voraussetzen 
wollten. Der Radius der Kreise entspricht dem mittleren Erd- 
abstand von Sonne und Mond. Wir haben auf diese Weise statt der 
wirklichen Sonnen- und Mondanziehung die Anziehung eines unendlich 
dünnen „Sonnen- und Mondringes^' von gleichförmiger Dichte zu unter- 
suchen. Femer wollen wir fürs Erste von der Neigung der Mondbahn 
gegen die Ekliptik, welche bekanntlich ungefähr 5^ beträgt, absehen 
und uns den Mondring in die Ebene des Sonnenringes hinerngedreht 
denken (s. Fig. 96, wo den fraglichen Ringen die in der Astronomie 
üblichen Zeichen für Sonne ©, Mond ^ und Erde $ beigegeben 
sind). Auch über die Beschaffenheit der Erde wollen wir vereinfachende 
Annahmen machen. Wie verabredet setzen wir sie als starr und 
aufserdem als Rotationskörper um die Nord- Südpol -Axe von den Träg- 
heitsmomenten C und Ä voraus, wobei wegen der Aufbauchung am 
Äquator C>A ist. Für die Berechnung sämtlicher Trägheitswirkungen 
kommt es nun auf die besondere Form der Erde in keiner Weise an; 
jeder andere Körper von denselben Trägheitsmomenten 0, J., ^ an die 
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Stelle der Erde gesetzt^ würde sich hinsichtlich aller TriLgheitswirkimgen 
bei der Rotation genau so verhalten wie die Erde. Aber mehr als 
das: Wir behaupten^ dafs es auch bei der Berechnung der Anziehungs- 




Fig.96. 

Wirkungen von Sonne und Mond lediglich auf die OrolBe der Trägheits- 
momente ankommt; sofern wir uns mit einer gewissen Näherung 
begnügen. 

Zum Beweise denken wir uns das Anziehungspotential der wirklichen 
Erde auf einen äufseren, hinreichend entfernten Punkt P^ z. B. einen Punkt 
des Sonnen- oder Mondringes hingeschrieben. Dasselbe hat die Form 

^ — , wo m ein Massenelement der Erde ist und die Summation 

sich auf die ganze Erdmasse erstreckt. Hier wird man 1/r nach Po- 
tenzen der Verhältnisse X/tq, Y/r^, Z/Tq entwickeln, wobei unter 
X YZ die Koordinaten des Massenelementes m verstanden werden, als 
Koordinaten -Anfangspunkt der Mittelpunkt (Schwerpunkt) der Erde 
gedacht wird und r^ den Abstand des Punktes P vom Erdmittelpunkte 
bedeutet Diese Reihe konvergiert sehr schnell, weil die genannten 
Verhältnisse in unserem Falle höchstens gleich dem Verhältnis Erd- 
radius durch Radius der Mondbahn sind. Man wird daher, wenn man 
keine groise Genauigkeit anstrebt, die Reihe mit den Gliedern nied- 
rigster Ordnung abbrechen dürfen. Die Glieder erster Ordnung ver- 
schwinden bei der Summation über die Erde, falls man als Koordinaten- 
anfang den Schwerpunkt gewählt hat. Die Glieder zweiter Ordnung 
weisen nach Ausführung der Summation als Koefüzienten die Gröfsen 
UmX?, Um X F, . . ., d. h. die Trägheitsmomente und Tnlgheitsprodukte 
(oder Centrifiigalmomente) der Erde auf. LäTst man insbesondere die 
Koordinatenaxen mit den Hauptträgheitsaxen zusammenfallen, so redu- 
ziert sich die Zahl der quadratischen Glieder auf drei und ihre Koeffi- 
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zienten werden die drei Hauptträgheitsmomente. Daraus folgt aber, 
dals in erster Annäherung, d. h. bei Berücksichtigung lediglich der 
GUeder niedrigster Ordnung, alle Körper von gleicher Lage der Haupt- 
axen und gleicher Ghröfse der Haupttragheitsmomente sich auch hin- 
sichtlich der Ghtiyitationswirkungen gleich verhalten müssen. Wir 
können also auch in dieser Hinsicht für die Erde einen beliebigen 
anderen Körper substituieren, Mb nur das Trägheitsellipsoid desselben 
mit dem der Erde identisch ist. 

Für viele Zwecke ist es üblich und nützlich, sich die. Erde durch 
ein ideales Rotationsellipsoid ersetzt zu denken. In unserem Falle ist 
aber eine andere Wahl vorzuziehen: wir denken uns eine vollkommene, 
homogene Kugel, welche am Äquator mit einem gleichförmig mit 
Masse belegten öürtel versehen ist. Es sei a das Trägheitsmoment 
der Kugel für einen ihrer Durchmesser und m die auf unserem Gürtel, 
dem „Erdringe'', ausgebreitete Masse. Wir haben es nun so einzurichten, 
dals diese Kombination, Kugel und Ring, dieselben Haupttragheits- 
momente C und A besitze, wie die wirkliche Erde, um in ihr einen 
für unsere Zwecke vollkommenen Ersatz der wirklichen Erde zu haben. 
Es ist aber das Trägheitsmoment des Ringes um die Nord- Süd -Axe 
gleich mR^, das um eine äquatoriale Axe gleich %mR^, unter R den 
Erdradius verstanden. Mithin haben wir zu bewirken, dafs 

mR^ + a =- C, 

y mR^ + a^A 

wird; wir haben abo zu wählen: 

(1) w = ^(^li), a^2A-C. 

Weiter ist aus Symmetrierücksichten klar, dafs die Kugel vom 
Tritgheitsmomente a bei der Berechnung des Drehmomentes der an- 
ziehenden Wirkung von Sonnen- und Mondring nicht in Frage konmit, 
da(s wir vielmehr nur den Erdring zu berücksichtigen haben. Femer 
lehrt die mechanische Anschauung ohne Weiteres, dals Sonnen- und 
Mondring in gleicher Weise bestrebt sein werden, den Erdring in die 
Ebene der Ekliptik hineinzudrehen. Die betr. Drehkrafb hat die 
Knotenlinie zur Axe und wirkt, von derjenigen Seite der Knotenlinie 
gesehen, welche den Frühlings -Tag- und Nachtgleichen- Punkt tragt, 
um diese Axe entg^en dem Sinne des Uhrzeigers, gerade so wie die 
Schwerkraft bei einem symmetrischen Kreisel, dessen Schwerpunkt 
unter dem Stützpunkte liegt. Wir wünschen die Gröfse dieser Dreh- 
kraft zu berechnen. 
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Sei m^ die Masse ^ r^ der Badins des Sonnenringes und ^^ ein in 
der Ekliptik etwa von der Enotenlinie aus gezahlter Winkel^ welcher 
die einzelnen Punkte des Sonnenringes unterscheidet (s. Fig. 96). Die 
analoge Bedeutung mögen fn^, r^, ^^ f&r den Mondring haben. Endlich 
sind dieselben Groisen f&r den um den Erdaquator herumgelegten 
Erdring: m (s. oben), R (Erdradius) und 9 (ein in der Äquatorebene 
von der Knotenlinie aus gezahlter Winkel). 

Der Winkel zwischen Erdring und Ekliptik heilse d' (= 237,^ ca.). 
Wir legen rechtwinklige Koordinaten x, y, z zu (Jrunde, indem wir die 
;er-Richtung mit der Normalen der Ekliptik,, die x-Richtung mit der 
Knotenlinie zusammenfallen lassen; dann wird für den Sonnen- und 
Mondring: 

Xt^r^ cos V'i, yi = r^ sin^i, z^ — 0, 

a:, = rj cos^j, y, — r, sin^,, z^ — 0, 
während wir fQr den Erdring haben: 

x^Rco6(Py y = Rsiaip Qosd'y » ü sing) sind*. 
Um das Anziehungspotential des Sonnenringes auf den Erdring zu 
bilden, berechnen wir 

1 = {(a;^_,-).+ (y^_y).+(, _^)»}-i= [r,>+ B>-2Rr,s]-^ , 

s =. ^^ »^ ' ■" cos^i CO89) + sin^i siny cosd, 

1 . Ä . 

und entwickeln — nach Potenzen der kleinen Ch-öfse — , indem wir 

*■ . . **i 

nur die Glieder bis zur zweiten Potenz incL hinschreiben: 

f-,T(l+f' + T(f)'-4(")'+-)- 
Dieser Ausdruck ist nach ti und 9, d. h. über den Sonnen- und Erd- 
ring zu integrieren. Dabei wird 

)d^^ = 0, I s^di^i = ä(cos*9 + sin* 9 cos*^), 



87 



in in 



Jdq>Js^ d V'i - ^* (1 + cos* #) . 



Das gesuchte Potential lautet daher, unter f die Gravitationskonstante 
verstanden: 
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Dasselbe hängt, wie wir sehen, nur von dem Winkel d' ab; also wirkt 
die Anziehung nur auf eine Änderung des Winkels d'y d. h. auf eine 
Drehung um die Enotenlinie hin, wie wir schon oben erkannten. Die 
Grofse dieser Drehkraft ist dabei in erster Annäherung, d. h. bei der 
schon vorher genannten Vernachlässigung der höheren Potenzen von — : 

(2) ?3^'--|/-^%in*co8*... 

Endlich drücken wir die Masse m des Erdringes durch die Trägheits- 
momente C und A des Erdkörpers aus (s. GL (1)) und erhalten: 

Ebenso ergiebt sich das vom Mondringe herrührende Drehmoment zu 

(2") ^' |/^?!H(^8m»co8*. 

Die genannte Drehkraft ist daher gleich der Summe dieser beiden 
Ausdrücke, d. h. gleich 

Pcos-^sin^, 

wenn zur Abkürzung 

(3) P--|/-(C-^)(^ + ^V) 

gesetzt wird. Wir haben somit im vorliegenden Falle für die äufsere 
Drehkraft einen ganz ähnlichen Wert (Psin^ cos-ö*, P<0) gefunden, 
wie früher beim schweren synmietrischen Kreisel, dessen Schwerpunkt 
unterhalb des Stützpunktes lag (Psin^, P<0). 

Wir machen uns nun klar, dafs wnter dem Einflufs dieser Dreh- 
kraft die reguläre Präcession ähtdick tote früher eine mögliche Be- 
wegungsfonn da/r stellt. Gleichzeitig merken wir an, dafs sie ebenso- 
wenig wie früher, die allgemeinste mögliche Bewegungsform giebt. 
(Die Frage, ob es sich bei der Erde um die besondere reguläre Prä- 
cession oder um die allgemeine pseudoreguläre Präcession handelt, bildet 
den eigentlichen Gegenstand des folgenden geophysikalischen Abschnittes. 
Indem wir den Leser auf diesen verweisen, werden wir im gegen- 
wärtigen Abschnitt die Bewegung der Erde und ebenso die des Mond- 
ringes als reguläre Präcession behandeln.) Dabei stützen wir uns am 
einfEkchsten auf das d'Alembertsche Prinzip (Kap. lU, § 4), nach 
welchem bei jeder möglichen oder „natürlichen^' Bewegung des Kreisels 
die Trägheitswirkung der äufseren Drehkrafb dauernd das Gleichgewicht 
hält. Die Trägheitswirkung des symmetrischen Kreisels bei der regu- 
lären Präcession wurde pag. 175 zu 

(4) Ji:== — Cfivsin-^ — ((7— ^)i/*sin-^cos'e' 
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gefunden; dieses Moment hatte die Enotenlinie zur Axe, ebenso wie 
im vorliegenden Falle die äuisere Drehkrafb P sind' cos d'. Das besagte 
Prinzip verlangt also: 
(5) JC+Psin-^coS'Ö'^O. 

In Gleichung (4) bedeutet v die Pracessionsgeschwindigkeit^ d. h. 
die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich die Erdaxe um die Normale 
der Ekliptik dreht; fi ist die Winkelgeschwindigkeit der Erde bei 
ihrer täglichen Umdrehung, gemessen von der Enotenlinie aus. Als 
Unbekannte haben wir die Gröfse v anzusehen. Unsere Gleichung 
liefert för dieselbe zwei Werte (wie früher bei der Pracessionsbewegung 
des symmetrischen Kreisels, pag. 178); da P (s. u.) sehr klein ist, wird 
der eine dieser Werte ebenfalls sehr klein, der andere von der Grofsen- 
ordnung von ^. In unserem Falle kommt nur der erstere Wert för 
die Präcessionsgeschwindigkeit in Betracht, da die Beobachtungen un- 
zweideutig zeigen, dafs v erheblich kleiner als ^ ist. Gleichzeitig be- 
rechtigt uns eben diese Kleinheit des Verhältnisses v:(i in. Gleichung (4) 
das zweite Glied gegen das erste zu vernachlässigen und Gleichung (5) 
einfacher folgendermafsen zu schreiben: 
(50 Ofii/ = Pcos^. 

Hieraus ergiebt sich als theoretischer Wert für v: 
/a\ Pcoad' S f C — Ä(m, , m^] ^ 

(6) " — cjr — yi-r-lv' + vH''*- 

Die rechte Seite läfst sich für die numerische Rechnung bequemer 
gestalten, Tfenn wir sie mit Hülfe des dritten Keplerscheu Gesetzes um- 
formen. Der präciseste Ausdruck desselben ist bekanntlich die Gleichung 

hier bedeuten m und m' die beiden Massen des Zweikorperproblems, 
a die halbe grofse Axe der Keplerschen Ellipse, T die Umlaufszeit. 
Wenn wir von der Excentrizität absehen, wird a mit dem mittleren 
Abstände r identisch. Für die Bewegung der Erde um die Sonne er- 
giebt sich hieraus, da die Masse der Erde gegen die der Sonne ohne 
Weiteres vernachlässigt werden darf: 

und für die Bewegung des Mondes um die Erde 
Gleichung (6) schreibt sich daraufhin folgendermafsen: 

Klein-Sommerfeld, Kreiselbewegung. 41 
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Ans dieser Formel wollen wir nun einige nmnerische Schlüsse ziehen. 
Zunächst laTst sich der von der Sonne herrührende Bestandteil der 
Präcession (v^) mit dem von dem Monde herrührenden (v^) vergleichen. 
Wir haben nämlich ersichtlich 






Hier ist T^ : 2\ das Verhältnis des (siderischen) Mondnmlanfs zum 
(siderischen) Jahre, d. h. ungefähr gleich 2iy^:S65% Für das Ver- 
hältnis der Erdmasse zur Mondmasse werden wir den Wert 82 zu Orunde 
legen. Infolge dessen ergiebt sich 

^ =. 0,47 oder ^ - 2,13. 

Der Beitrag des Mondes 0ur Präcessionserscheinung ist also wegen seiner 
geringen Entfernung trote seiner geringen Masse mehr als doppelt so grofs, 
wie der der Sonne. 

Berechnen vnr nun die beiden Bestandteile einzeln. Wir haben 

(8)- ^,-_6,»^^., ,,. = 2,13.,., 

Es ist aber ft, die Winkelgeschwindigkeit der Erdumdrehung, gleich 

— 2n dividiert durch die Länge des Stemtages*), also fiTj gleich 

— 2n multipliziert mit der Anzahl der Stemtage, die auf ein Jidir 
kommen. Diese Anzahl ist bekanntlich um 1 gröfser wie die Anzahl 
der Sonnentage. Somit wird (tl\ =— — 2ä • Sößy^. (Das negative 
Zeichen rührt daher, dafs die Drehung der Erde entgegen dem Sinne 

des Uhrzeigers stattfindet.) Wir müssen femer den Wert von — g— 
kennen. Indem wir uns eines gewissen Zirkels schuldig machen (s. § 4), 
wollen im dafür den Wert — acceptieren. Nehmen wir als Zeit- 
einheit das Jahr an, so ergiebt sich schlieMich, in Bogensekunden 
ausgedrückt: 
/ö\ Q— cos 23,6* -/;,/ 

*) Diese Angabe ist nicht gimz genau. Da nämlich die Winkelgeschwindig- 
keit fi ebenso wie der Enlersche Winkel 9, dessen zeitlicher Differentialqaotient 
sie ist, von der Enotenlinie aus zu messen ist und diese sich, eben wegen der 
Pr&cession, entgegen dem Sinne der Erdrotation verschiebt, so wird fi in Wirk- 
lichkeit etwas grölser ausfallen. Die obige Angabe bezieht sich eigentlich auf 
die wahre Umdrehungsgeschwindigkeit r, die dritte Komponente des Drehungs- 
vektors (p, g, r). Da aber r «>= 9 -f* ^^^ * ^'« ^^ femer 9«» fi, ^' =« y ist, so 
wird die Differenz zwischen r und f» gleich ir cos^, welche Gröfse wegen der 
Kleinheit von v fOr .unsere Zwecke nicht in Betracht kommt. 
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Die Knoienlmie dreht sich also wegen der Sonnenatmehung allein im 
Laufe ^ eines Jahres um 16" vorwärts. 
Ferner ergiebt sich nach GL (8) 

(eO t/j = 2,13 . 16" - 34". 

Wegen der Mondan^idmng aUein dreht sich also die Knotenlinie 
während eines Jahres um 34". Der Gesamütetrag der Präcession ist 
mithin 
(10) Vi + v, = 50". 

Soviel über die Erklärung und die ungefähre Gröfsenbestimmung 
der Präcession. Zum Veigleich mit Späterem wollen wir noch die 
Bewegung der Erdaxe durch Angabe der Eulerschen Winkel ^ und d' 
beschreiben. Dem bisherigen Orade der Annäherung entspricht die 
folgende Darstellung: 



die Grofse ^^ bleibt hierin unbestimmt; sie hängt davon ab, von 
welchem Punkte der Ekliptik wir den Winkel tf; messen wollen. 



§ 2. Der Rückgang der Mondknoten. Brate Brweitenmg der 
' Gkiafaischen Methode. 

Die Mondbahn fällt bekanntlich nicht genau mit der Ebene der 
Ekliptik zusammen, wie wir bisher annahmen, sondern bildet mit ihr 
einen Winkel von ca. 5^ (genauer gesagt einen Winkel, der zwischen 
5®0' und 5*18' schwankt). Ihre Schnittpunkte mit dieser Ebene sind 
die Mondknaten, die Verbindungslinie derselben heilst die Knotenlinie 
des Mondes. Diese Enotenlinie führt nun unter dem Einflub der 
Soimenanziehung eine, im Sinne der Mondbewegung gerechnet, rück- 
läufige Bewegung aus; sie dreht sich um die Normale der Ekliptik 
ebenso wie die Knotenlinie der Erde im Sinne des Uhrzeigers, aber 
mit erheblich gröfserer Geschwindigkeit, nämlich in ca. ISy, Jahren 
einmal um. 

Wir können auch diese Enotenbewegung in Zusammenhang mit 
der Exeiseltheorie bringen und können ihren zahlenmäfsigen Wert von 
da aus bestimmen. Allerdings müssen wir dabei wesentliche Punkte 
aus der Theorie des Mondes als bekannt voraussetzen. Wir müssen 
nämlich von vornherein wissen, dafs die von der Sonne hervorgerufene 
hauptsächliche Störung der Mondbahn in einer Bewegung ihrer Knoten 
bei Unveränderlichkeit ihrer Neigung gegen die Ekliptik besteht. Wir 
müssen femer wissen, dafs die (bekanntlich ziemlich grofse) Excen- 

41* 
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trizität der Mondbahn, Ton der wir im Folgenden notgedrungen ab- 
sehen werden, die Gh-öfse der Enotenbewegung nicht erheblich beein- 
flufst, so dalfi die Enotenbewegung einerseits und die von der Excen- 
trizität herrührenden Störungen der Mondbahn andrerseits für sich 
berechnet werden können. In unserer Betrachtung fehlt also, mathe- 
matisch gesprochen, der Exißtenzbeweis für die Mondknotenbewegung; 
was wir aus der Kreiseltheorie entnehmen können, ist lediglich die Be- 
rechnung der Gröfse dieser Bewegung unter Voraussetzung ihrer Existenz. 

Wir halten im Folgenden an unserer früheren Vorstellung eines 
Sonnen- und Mondringes fest, die wir uns beide als starr und kreis- 
förmig denken. Der von uns konstruierte „Erdring'', dessen Anziehung 
wir nachträglich gleichfalls berücksichtigen werden, ist Ton zu geringer 
Masse, um für unsere jetzigen Zwecke merklich in Betracht zu kommen, 
so dals wir uns zunächst auf die anziehende Wirkung des Sonnenringes 
beschranken werden. Entsprechend der Bewegung des Mondes um die 
Erde denken wir uns den Mondring mit der betr. XJmlaufsgeschwindigkeit 
als starres Ghmzes kontinuierlich in sich yerschoben. Wir haben dann 
das folgende einfache Problem der Bj-eiseltheorie vor uns: Der in Bota- 
tion befindliche Mondring steht unter dem Einflufs der Anziehung des 
Sonnenringes, die ihn in die Ebene der Ekliptik hineimnmehen sucht; 
er beschreibt unter defn Einflufs derselben um die Normale der Ekliptik 
eine reguläre Präcession; welches ist seine Präcessionsgesdvmndigkeit? 

Bei dieser Formulierung sind wir in der Anwendung der Gaulsischen 
Methode über GauTs selbst einen Schritt hinausgegangen. Während 
nämlich Gfaufs nur die Masse des störenden (des anziehenden) Körpers 
auf seiner Bahn verteilt, haben wir auch die Masse des gestörten (des 
angezogenen) Körpers durch eine auf dessen Bahn ausgebreitete kon- 
tinuierliche Massenbelegung ersetzt. Während es aber bei der anziehenden 
Masse, dem Sonnenringe, gleichgültig ist, ob wir uns dieselbe in Be- 
wegung oder in Buhe denken, ist es bei der angezogenen Masse, dem 
Mondringe, wesentlich, dafs wir seine Bewegung (in Gestalt einer Ver- 
schiebung des Ringes in sich) berücksichtigen. Denn diese Bewegung 
ist es gerade, die nach den Grundsätzen der Kreiseltheorie die Mond- 
bahn in den Stand setzt, ihre Neigung g^en die Ekliptik gegenüber 
dem von dem Sonnenringe ausgeübten Drehmomente zu behaupten. 

Wir bilden zunächst das Anziehungspotential des Sonnenringes 
auf den Mondring und leiten daraus die um die Knotenlinie des Mond- 
ringes wirkende Drehkraft ab. Sie lautet nach Gleichung (2) des 
vorigen Paragraphen: 

(1) ä«; °° ~ T^-^^ ^*"*» *^^*»' 
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in der That brauchen wir nur die auf den Erdring sich beziehenden 
Gröfsen m, d" und R in der genannten Gleichung durch die auf den 
Mondring bezüglichen m^^ ^^^ 5^ und r^ zu ersetzen. Schreiben wir 
hierfür P^ sin-ö*, cos^^, so wird mit Rücksicht auf Gl. (7) des vorigen 
Paragraphen: 

(2) P, - - ^ f^^ - - ^ »».Vif;) = - 1^ C„ 

WO jetzt C^=^ m^ r^ das Trägheitsmoment des Mondringes um seine 
Figurenaxe bezeichnet. 

Eine mögliche Pracessionsbewegung des Mondringes von langer 
Periode wird wieder hinreichend genau durch die Gleichung (5') des 
vorigen Paragraphen definiert^ welche wir^ unter N die unbekannte 
Pracessionsgeschwindigkeit, unter M die Drehgeschwindigkeit des Mond- 
ringes verstanden, so zu schreiben haben: 

(3) OjMN^PjCos-ö',; 
sie ergiebt 

(4) N = -^co8^,. 

Nun bedeutet M die Winkelgeschwindigkeit des Mondringes in 
Bezug auf seine Knoten; sie ist gleich derjenigen Winkelgeschwindigkeit, 
mit welcher, von der Erde aus gesehen, der Mond in seiner Bahn gegen 
die Mondknoten fortschreitet. Die betr. ümlaufiszeit heiüst die drako- 
nitische, sie ist gleich 27,2 Tagen '^). Mithin wird 

M--^ und MI',=-2«Ä 

Nehmen wir wieder als Zeiteinheit das Jahr, so wird in Gradmafs 
ausgedrückt 

(5) N- 13^1^00850.1800-20,00. 

Dies wäre die Anzahl Ghude, welche die Mondknoten in einem Jahre 
zurücklegen; die volle Umlaufisizeit der Mondknoten würde daher 
betragen: 

(6) ^ - 18 Jahre. 

Der oben angegebene Wert war 18% Jahre oder genauer 6793 Tage; 
dem entspricht als genauerer Wert von N der Betrag lOy^®. Der 



*) Über die Beziehung dieser Winkelgeschwindigkeit zur wahren oder side- 
rischen Winkelgeschwindigkeit des Mondes ist dasselbe zu sagen, wie oben 
über die Beziehung zwischen \i und r. Bezeichnen wir die siderische Winkel- 
geschwindigkeit (d. h. die Gröfse — 2n dividiert durch den siderischen Monat) 
mit JB, so gilt wieder U ■■ M + N cos6^ 
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Unterschied kann uns bei der BoKbeit unserer Vorstellong Tom Mond- 
ringe; bei der wir von der Excentrizität der Mondbahn absähen^ nicht 
wunder nehmen. 

Wir wollen noch erganzungsweise den Einfluls der Erdatmehung 
auf die Bewegung der Mondknoten^ wenigstens in grober Annäherung^ 
bestimmen. Es ist klar^ dafis die Erde nur insofern die Ebene der 
Mondbahn stören kann^ als sie von der Kugelgestalt abweicht, dafs 
also bei der im vorigen Paragraphen besprochenen Zerlegung der Erde 
in eine „Erdkugel" und einen ,^rdring'' nur der Erdring von der 
Masse m (Gl. (1) daselbst) zu berücksichtigen ist. Dieser Erdring m 
sucht nun ebenso wie der Sonnenring den Mondring in seine Ebene 
hineinzudrehen ; also hier in die Ebene des Erdaquators. Wir schlieüsen 
wie obeU; dafs unter dem EinfluTs dieses Drehmomentes und vermöge 
der eigenen Umdrehungsgeschwindigkeit des Mondringes die reguläre 
Präcession um die Normale der genannten Ebene, also hier um die 
Nord-Süd-Axe der Erde, eine mögliche Bewegungsform des Mond- 
ringes sei, wobei wir von der im vorigen Paragraphen untersuchten 
Eigenbewegung der Erdaxe absehen. Wir wollen die Pracessionsge- 
schwindigkeit und die Zeitdauer dieser Präcession bestimmen. Indem wir 
finden, was aus der geringen Masse des Erdringes vorherzusehen war, 
dafs diese Pracessionsgeschwindigkeit sehr klein, die Präcessionsdauer 
also sehr lang wird, verglichen mit der entsprechenden Geschwindigkeit 
und Zeitdauer bei der durch die Sonne hervorgerufenen Mondknoten- 
bewegung, zeigt sich, dafs durch die Einwirkung der Erde die Mond- 
knotenbewegung nur in geringer Weise und in säkularer Form ab- 
geändert wird und dafs wir bei der vorhergehenden Berechnung der- 
selben die Erdanziehung vernachlässigen durften. Die Art dieser (sehr 
geringfügigen) Abänderung besteht dabei nicht in einer einfachen Be- 
schleunigung oder Verzögerung der durch die Sonne bewirkten Enoten- 
bewegung, sondern sie verändert auch die Neigung der Mondbahn 
gegen die Ekliptik, da wie bemerkt die von der Erde bewirkte Prä- 
cessionsbewegung um eine andere Axe erfolgt, wie die durch die Sonne 
bewirkte. 

Das Drehmoment des Erdringes auf den Mondring hängt von dem 
Winkel der Neigung des Mondringes gegen die Äquatorebene der Erde 
ab. Dieser Winkel wechselt wegen der durch die Sonne bewirkten 
Enotenbewegnng und schwankt in 18% Jahren um ± 5^ Es ist am 
einfachsten und liegt am nächsten, jenen Neigungsyrinkel durch seinen 
Mittelwert zu ersetzen, d. h. durch den Winkel d^ » 23,5^, unter dem 
die Aquatorebene der Erde gegen die Ekliptik geneigt ist. Indem wir 
dieses thun, sehen wir also wie im ersten Paragraphen von der Neigung 
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der Mondbahn gegen die Ekliptik ab^ denken uns yielmehr den Mond- 
ring in die Ekliptik hineingedreht. 

Das Drehmoment der Erdanziehung auf den Mondring können 
wir nun direkt ans der Gl. (2'') des vorigen Paragraphen entnehmen. 
Die dortige Formel bedeutete das Drehmoment, welches der in die 
Ekliptik hineingedrehte Mondring auf den Erdring ausübte. Gerade 
so grofs ist aber das jetzt in Frage stehende Drehmoment. Setzen 
wir dasselbe gleich P^' sin d' cos ^, so wird nach der genannten 
Gleichung: 

p f 8 ^ if>, (0 — Ä) 

^% yf iTi 

Wir vergleichen das Produkt P/coS'O' mit dem Produkte P^toB^^y 
unter P^ den in Gl. (2) dieses Paragraphen angegebenen Wert ver- 
standen. Nach GL (3) dieses Paragraphen verhält sich nämlich die- 
jenige Winkelgeschwindigkeit, mit der die Mondknoten um die Nord- 
Süd -Axe der Erde infolge der Anziehung des ErdriHges umlaufen 
würden, zu derjenigen Geschwindigkeit, mit der sie infolge der Sonnen- 
anziehung in der Ekliptik umlaufen, wie P/ coa 0* zu P^cosO^,* 
Nennen wir die beiden Geschwindigkeiten N' bez., wie oben, N, so 

haben wir 

N^ ^ P/co8» ^ 2(C— ui) r^' co8^ 
N '^ P, cos^j Wi»*i* ♦*!* coß^. 

Nach dem dritten Eeplerschen Gesetz (Gl. (7) und (l') aus § 1) dürfen 
wir setzen 

und erhalten daher: 

N' 2(C— ^) r,« C08» _^C->^ C Tt« C08» 



N^ 2(C— ^) r,« C08» ^g C—^ 

N "* (Jf + m,) r,* r,» 008 ^, C 



(Jf 4- ns)r,« r,>co8^. 



Hier werde noch im Zähler des Ausdrucks ein Näherungswert fär C 
eingesetzt; sehen wir nämlich die Erde vorübergehend als eine Kugel 
von gleichförmiger Dichte an, so dürfen wir nach einer bekannten 
Formel G^-^ MB^ annehmen, so dals sich schliefslich ergiebt: 
^ ^ 4. C — A M Jg« T;« 008^ 

Die sämtlichen Faktoren dieses Ausdrucks sind bekannte Zahlen. Es 
ist z. B. das Verhältnis Rlr^ gleich ca. 1/60, wahrend das Verhältnis 
M/M + m^ hinreichend genau gleich 1 genommen werden kann. Mit 
Benutzung der schon firüher angegebenen sonstigen Zahlenwerte er- 
giebt sich 

rr ^ 4 1 / 1 \* /866,26 \» C08 28,6^ ^ ^ ^ -^.^ 
N" 6 806 W \ 27,3 / cos 5« ' • lU . 
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Die Geschwindigkeit N' ist also arüserordentlicli klein gegen die Oe- 
schwindigkeit N. Umgekehrt ist die zu N' gehörige Präcessionsdaner 
aufserordentlich grofs gegen die Periode der Mondknotenbewegong in 
der Ekliptik, welche IS^j Jahre betragi Jene Pracessionsdauer würde 
nämlich sein: 

^^^ = 156000 Jahren. 

Die Gröfse dieser Zahl zeigt unmittelbar^ dafs unserer Betrachtung 
nur die Bedeutung einer Äbschätmng, nicht die einer zuverlässigen 
Berechnung zukommt. Denn einerseits ändern sich während des ge- 
nannten Zeitraumes die Elemente der Mondbahn in bedeutendem und 
nicht Torherzubestimmendem Mafse, während sie in unserer B«chnang 
als konstant angenommen wurden. Andrerseits und namentlich ändert 
sich in jenem Zeiträume die Lage des Erdrmges im Räume w^en 
der Enotenbewegung der Erde völlig^ während wir doch in unserer 
Rechnung die Stellung des Erdringes und das von ihm ausgeübte Dreh- 
moment als unveränderlich voraussetzen muTsten. Diese Voraussetzung 
ist nur für einen Zeitraum zulässig, der klein ist gegen die Pracessions- 
dauer (26000 Jahre) der Erdknoten^ dagegen völlig unhaltbar für den 
hier gefundenen Zeitraum, der sich sogar gröfser als 26000 Jahre er- 
geben hat. 

Trotzdem wird durch die vorstehende Rechnung soviel bewiesen 
als wir ergänzungsweise zu beweisen wünschten: dals nämlich die von 
dem Erdringe bewirkte Mondknotenbewegung zu vernachlässigen und 
daGs lediglich die Sonnenanziehung als mafsgebender Faktor hierbei zu 
berücksichtigen ist. 

§ 3. Die astronomisohe Nutation der Erdaxe. VeraUgemeinemng 
der GaufsiBOhen Methode auf periodisohe Störungen. 

Indem wir uns zu der von Bradley 1747 entdeckten Nu4ution 
der Erdaxe wenden, betonen wir vorab, dafs diese „astronomische" 
Nutation mit der früher als Nutation der Ereiselaxe bezeichneten Be- 
wegung in kinetischer Hinsicht nichts gemein hat. Die Nutation der 
allgemeinen Kreiseltheorie (vgl. besonders Kap. V, § 2) rührt daher, 
dafs der Anfangszustand der Bewegung im Allgemeinen nicht genau 
auf die reguläre Piäcession abgepafst ist und dafs dementsprechend 
selbst beim Fehlen aller äulseren Kräfte die Figurenaxe im Räume im 
Allgemeinen einen Kegel beschreibt. Die astronomische Nutation da- 
gegen hat ihren Ursprung darin, dafs auf die sich drehende Erde 
periodisch veränderliche Kräfte einwirken, welche natürlich eine in' 
gleichem Zeitmafs erfolgende periodische Bew^ang der Erdaxe be- 
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dingen. Indem wir an eine in der gesamten Mechanik ebenso wichtige 
wie bekannte Unterscheidung anknüpfen, können wir kurz so sagen: 
Die frühere Nutation war eine freie, die jetzige ist eine erzioungene 
Schwingung. 

Die Ähnlichkeit beider Bewegungen , welche die gleiche Wahl der 
Bezeichnung rechtfertigen möge, ist vielmehr nur kinematischer Natur. 
In beiden Fallen handelt es sich um eine gegen die Periode der Prä- 
cession sehr kurze Schwingung. Die Periode der freien Nutation in 
der allgemeinen Kreiseltheorie betragt 2xA/N, die der Präcession 
2xN/P (s. z. B. pag. 305, Gl. (13) und (15)), das Verhältnis beider 
Perioden ist daher die oft genannte Gröfse AP/N^, die wir in der 
Regel als kleine Zahl (z. B. < 1/1(X)) voraussetzen durften. Andrer- 
seits rührt die astronomische Nutation von der Bewegung der Mond- 
knoten her, hat daher wie diese die Periode von 18% Jahren; die 
Periode der Präcession der Erdaxe wurde zu 26000 Jahren berechnet; 
das Verhältnis beider Perioden ist daher auch hier sehr klein, sogar 
< 1/1000. 

Um die Theorie der astronomischen Nutation an unsere bis- 
herigen Betrachtungen anschliefsen zu können, müssen wir zunächst 
unsere von Gaufs übernommene Methode abermak erweitem. In ihrer 
ursprünglichen Form dient diese Methode nur zur Berechnung der 
säktUaren Störungen. Wir werden aber sehen, dafs sie bei geringer 
Modifikation auch die periodischen liefern wird. 

Formulieren wir zunächst das Problem der Erdrotation in all- 
gemeinster Weise. Da haben wir auf der einen Seite die Erde, auf 
der anderen Seite Sonne und Mond, die ihre als bekannt anzusehenden 
relativen Bahnen um die Erde beschreiben und dementsprechend wech- 
selnde Anziehungen ausüben. Die Gesamtheit der Anziehungswirkungen 
findet man am einfachsten aus dem Änziehtmgspotentidl durch Ableitung 
desselben nach den Koordinaten. Das Potential wird dabei, wie immer 
bei Störungsaufgaben, aus den relativen Lagen der fraglichen Körper unter 
vorläufiger Ähsehung von den im Verlaufe der Rechnung selbst zu findenden 
Störtmgen berechnet. Da die Störungen sich in der Regel im Verhältnis 
zur Hauptbewegung als klein ergeben, wird hierdurch nur ein kleiner 
Fehler entstehen. Wollte man dagegen die gestörte Bewegung selbst 
bei der Berechnung des Anziehungspotentials zu Gb-unde legen, so 
würde man neben den sog. Störungen erster Ordnung, auf die wir im 
folgenden allein abzielen, zugleich auch die „Störungen- zweiter Ord- 
nung'^ ermitteln. Auch wenn man die letzteren zu kennen wünschte, 
würde sich immer ein schrittweises Vorgehen und eine vorläufige Be- 
schränkung auf die Störungen erster Ordnung empfehlen. In unserem 
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Falle haben wir unter der ungestörten Bewegung der Erde ihre gleich- 
mälsige Rotation um die gegen die Ekliptik geneigte Figurenaze zu 
verstehen. 

Dieses Potential V der Sonnen- und Mondanziehung auf die Erde 
wird man nun naturgemafs in nicht-periodisohe und periodische Be- 
standteile spalten. Die periodischen Bestandteile der Sonnenanziehung 
Vi werden zur Periode das Jahr^ die der Mondanziehung Fg teils den 
Monat, teils den Umlauf der Knoten etc. haben. Die hMrmonische 
Analyse liefert ein allgemeines methodisches Mittel, um diese Bestand- 
teile von einander zu sondern. Bekanntlich findet man die Koeffi- 
zienten der trigonometrischen Reihe in der Form bestimmter Inte* 

grale. So ist der unperiodische Teil von V^ gleich jr f Vi(t)dty 
erstreckt über die Zeit eines ToUen Sonnenumlaufs. Diese Formel 
läfst sich aber deuten als Potential der in geeigneter Weise mit Masse 
belegten relativen Sonnenbahn. Es sei dm das Massenelement, welches 
wir auf dem mit der Geschwindigkeit ^ durchlaufenen Bahnelemente 
ds anbringen. Da das Potential Fj(^) der ganzen Sonnenmasse m^ 
entspricht, wird das Potential des genannten Massenelementes gleich 
— Fi(^)| sein und das gesamte Potential der mit Maase versehenen 

Sonnenbahn — 1 Vi(t)din. Damit Übereinstimmung herrscht zwischen 
diesem Potential und dem genannten Koeffizienten der trigonometri- 
schen Entwickelung, mufs die Massenverteilung so eingerichtet werden, 
dafs auf jedes Element der Bahn das Massenelement 

(1) dm - ^ 

kommt. Die gesamte auf der Bahn aufgetragene Masse ist hiemach 
genau die gesamte Sonnenmasse m^. Wir haben damit genau den 
ursprünglichen Gaufsischen Ansatz. Wird überdies die Bahn als 
kreisförmig, die Geschwindigkeit also als gleichförmig vorausgesetzt, 
so ist die Massenverteilung eine gleichförmige. Dies war unser Stand- 
punkt bei der obigen Behandlung der Präcession, welche in der That 
von dem konstanten oder durchschnittlichen Teile der Sonnen- und 
Mondanziehung herrührt. 

Betrachten wir nun die periodischen Teile. Indem wir wieder auf 
die Sonne argumentieren, sei Tjn die betr. Periode, unter n eine 
ganze Zahl verstanden. Die Koeffizienten der beiden Terme von dieser 
Periode in der trigonometrischen Entwickelung sind: 

(2) |f/F,(0 cos 2n J^ dt, ^fr.it) sin 2ä ^ dt 
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Wir fassen sie wieder auf als Anzielmiig der mit Masse belegten 
Sonnenbahn, wobei aber jetzt anf das Bahnelement ds die Masse 

m^-^^27C'Y-dt kommt, nnter t und dt die Zeit resp. das Zeit- 

intervall verstanden, zu der resp. in dem das Element ds von der 
Sonne durchlaufen wird. Die gesamte zur Verteilung kommende Masse 
ist jetzt Null, da wir neben positiver auch gleich viel „negative" Masse 
verwenden müssen. Die Dichte ist, selbst bei kreisförmiger Gestalt 
der Bahn, nicht gleichförmig sondern harmonisch variabel. Die nach- 
stehenden schematischen Figuren mögen diese Verhältnisse im Falle 
n = und w = 2 veranschaulichen. 




■c 



> 



Fig. 97. 



Die betr. auf den Erdkörper wirkenden periodischen Drehkräfte er- 
geben sich aus den berechneten trigonometrischen Eoefilzienten durch 
Ableitung nach den räumlichen Koordinaten und Multiplikation mit 

^ ^^ • Sie werden Störungen der Erdaxe von derselben Periode 

TJn hervorrufen. Auf die Berechnung derselben gehen wir hier nicht 
ein; sie kann nach dem Muster der weiter unten für die astronomische 
Nutation zu gebenden Entwickelungen erfolgen. Praktisch kommt von 
solchen Störungen nur diejenige in Betracht, welche die Periode TJ2 
hat, sowie die entsprechende von. der Mondanziehung herrührende 
Störung von der Periode Tg/ 2. Auch bei diesen Gliedern übersteigt die 
Amplitude der Schwankung nur an einer Stelle den Betrag V (s. die 
Formeln am Schlüsse des nächsten Paragraphen). Die Amplituden der 
übrigen Glieder von den Perioden I\, Ti/3, •••, T^, 1^/3, • • • sind so 
klein, dafs sie selbst für die Bedürfnisse der astronomischen Genauig- 
keit verschwinden. 

Anders diejenigen Störungen, welche die Periode des Umlaufs der 
Mondknoten besitzen. 

Sehen wir zunächst zu, wie sich bei ihnen imsere Methode 
gestaltet. 

So wie wir oben durch gleichzeitige Inbetrachtnahme sämtlicher 
von Sonne und Mond durchlaufenen Örter ihrer Bahnen den Sonnen- 
und Mondring erzeugten, so werden wir jetzt, ausgehend von dem 
gegen die Ekliptik geneigten Mondring, indem wir uns die sämtlichen 
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Örter vorstellen; die er bei seiner Präcessionsbewegung einnimmt^ eine 
^^Mondringfläche^^ erhalten. Diese durch Rotation des Mondringes um 
die Normale der Ekliptik entstehende Mondringfläche ist ersichtlich 
eine doppelt überdeckte*) Kugekone vom Radius r^ und der Höhe 
2r2 sin 5^. Die beiden folgenden Figuren deuten die Massenverteilung 
in den Fällen n = und « = 1 an, mit der wir unsere Mondring- 
fläche auszustatten haben. Es möge dabei ausdrücklich hervorgehoben 
werden, dafs die Absicht bei der Einführung unserer Mondringfläche 
und der Verzeichnung der folgenden Figuren keine andere ist wie die- 
jenige, die das Gaufsische Verfahren überhaupt verfolgt: den Sinn der 
Rechnungen an einem geometrischen Substrat zu veranschaulichen; die 
Rechnungen selbst werden dadurch im Grunde nicht vereinfacht, sondern 
sind genau identisch mit denjenigen, die wir auch bei rein analytischem 
Vorgehen auszuführen haben würden. 





a) Im FaUe n = (säkulare Störung) ist die Massenverteilung 
so zu wählen, dafs auf jedes Element der Mondringfläche eine Masse 
dfL kommt, die nach Analogie mit Gl. (1) gleich ist dem Produkt aus 
der Masse des dies Element überstreichenden Elementes der Mondring- 
fläche in das Verhältnis dt/T, d. h. in das Verhältnis der Dauer des 
Überstreichens zu der ganzen Periode der Mondknoten. Wir wollen 

*) Wir denken ans die Eugelzone doppelt Überdeckt^ d. h. aus zwei Schalen 
bestehend^ die längs ihres oberen und unteren Randes zusammenhängen, weil jede 
Stelle der Eugelzone von dem rotierenden Mondringe etoeimal Überstrichen wird, 
einmal von dem in Fig. 99 gezeichneten vorderen, das andere Mal von dem in 
dieser Figur nicht angedeuteten hinteren Halbbogen. Am einfachsten wird die 
Vorstellung, wenn wir, der Eugelzone eine gewisse Eörperlichkeit zuschreibend, 
die äuTsere Oberfläche derselben als die eine, die innere Oberfläche als die andere 
Schale auffassen und festsetzen, dals der Mondring in jeder seiner Lagen am 
oberen bez. unteren Rande der Eugelzone von der einen auf die andere Schale 
übertritt. Damit steht die Wahl unserer Eoordinaten of, ^ im Einklänge: wenn 
wir im Folgenden a und ß von bis 2n integrieren, so überstreichen wir damit 
jede Stelle der Eugelzone doppelt, also jede der beiden Schalen einmal; der 
einen Schale entsprechen dabei die Werte der Eoordinaten — ;r/2<a«< + «/2, 
0</5<27r, der anderen Schale die Werte +7r/2<a< + 8»/2, 0<jJ<2«. 
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in der Ebene des Mondringes einen Winkel a messen, indem wir etwa 
die Enotenlinie des Mondes OM (vgl. Fig. 99) als a == rechnen; 
jeder Punkt P des Mondringes ist dann durch den Centriwinkel 
a^^MOP charakterisiert. Andrerseits wollen wir den Winkel, den 
die Mondknotenlinie OM gegen einen willkürlichen festen Anfangs- 
strahl OA in der Ekliptik bildet, mit ß bezeichnen; ^ sei der Winkel, 
den die Enotenlinie der Erde mit demselben Strahl OA bildet Die 
Winkel a, ß stellen dann schiefwinklige sphärische Koordinaten auf 




^^^ 

V"^--. ^^'x 




Fig. 99. 

unserer Kugelzone dar, durch welche die Lage eines jeden Punktes 
der Kugelfläche fixiert werden kann und durch welche [die Kugel- 
zone in paraUelogrammatische Elemente eingeteilt wird. Die auf ein 
solches Element entfallende Masse dii ist nun gleichzusetzen der Masse 
des Mondringelementes, welches zu dem Winkel da gehört, immlich 
m^daßnj multipliziert in das oben genannte Verhältnis dtjTy welches 
bei gleichförmigem Umlauf der Mondkuoten gleich ist dß/27t] man 
hat also 
(3) di^^^dadß. _ 

Die gesamte zur Verteilung kommende Masse, die sich aus dii durch 
Integration nach a und ß je zwischen und 2ic ergiebt, ist natürlich 
gleich der Masse des Mondringes m^. 

Die Dichte der Verteilung, d. h. die Masse pro Flächeneinheit der 
Mondringfläche (zusammen für beide Schalen gerechnet) ist, wie man 
aus der geneigten Lage des Mondringes leicht versteht, nicht gleich- 
formig angeordnet, sondern häuft sich an den Rändern der Mondring- 
fläche (für a = ± ;r/2) unendlich an. Längs der Breitenkreise ist da- 
gegen die Dichte konstant. In Fig. 98 a wurde versucht, diese Ver- 
hältnisse durch die Stärke der Schraffierung anzudeuten. 

b) Im FaUe n = 1 (periodische Störung) ist die auf der Mondring- 
fläche zu supponierende Massenverteilung auch längs der Breitenkreise 
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nicht gleichförmig; sondern harmonisch Tanabel. Es tritt nämlich 
(vgl. die Formeln (2) för die Koeffizienten der trigonometrischen Reihe) 
zu der vorher bestimmten Masse der Faktor 2 cos /3 bez. 2 smß hinzu. 
Mithin wird jetzt 

(4) df^^^Zß^^äß. 

Die gesamte zur Verteilung kommende Masse, die wieder dnrch Inte- 
gration von dfL nach a und ß zwischen und 2x gewonnen wird, 
ist jetzt gleich Null. 

Auch jetzt häuft sich die Dichte, die wir als algebraische Summe 
der auf die Flächeneinheit beider Schalen entfallenden Masse berechnen, 
nach den Rändern hin an und ist in benadibarten Oktanten der Eugel- 
zone entgegengesetzt gleich. In Fig. 98 b wurden diese Verhältnisse 
teils durch die Stärke der Schraffierung, teils durch Beifügung der 
Vorzeichen angedeutet. 

Nachdem somit die Figuren 98 erläutert sind^ bilden wir uns 
aus den gefundenen Massenbelegungen die zugehörigen Potentiale; 
und zwar soll das der Belegung (3) entsprechende Potential U, die 
den Belegungen (4) entsprechenden Potentiale t^i und to^ heifsen (u;^ zn 
cos/3, iiO^ zu sin/3 gehörig). Diese Potentiale sind nichts anderes als 
die ersten Koeffizienten in der nach der Mondknotenperiode fortschrei- 
tenden Entwickelung des vom Monde auf die Erde ausgeübten An- 
ziehungspotentiales Fg(^); letzteres drückt sich nämlich durch U,w^,tc^ 
sowie die Mondknotengeschwindigkeit N folgendermafsen aus: 

F,(0- U + Wi cosNt + w^ sinm + ' -, 

wofür wir auch abkürzend schreiben: 

Das konstante Glied U gehört also zu dem Werte n »- des Stellen- 
zeigers der Entwickelung, das zeitlich veränderliche Glied W fafst die 
beiden zu dem Werte n = 1 des Stellenzeigers gehörigen Terme der 
Entwickelung zusammen. 

Aus dem Werte von U können wir nichts wesentlich Neues er- 
fahren, vielmehr müssen wir auf den schon im ersten Paragraphen 
berechneten Anteil des Mondes an der Präcessionsbew^^ung der Erde 
zurückfallen. Wir führen diese Rechnung nur deshalb nochmals durch, 
um uns zu überzeugen, daljs die früher vernachlässigte Neigung der 
Mondbahn gegen die Ekliptik die Präcessionserscheinung nur unwesent- 
lich beeinflufst. Aus dem Werte von W dagegen wird sich die Er- 
klärung und Vorausberechnung der astronomischen Nutation ergeben. 
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a) Der FaU n => 0. Das Potential eines Elementes dy^ der Mond- 
ringfläche auf ein Element dm des Erdringes ist; unter f die Oravi- 
tationskonstante yerstanden, fdyi»dmlr\ daher wird das Potential der 
ganzen Mondringflache auf den Erdring: 

(5) u=fJJ'-^- 

Sind Xy y, z bez. x^, y^y z^ die Koordinaten eines Punktes des Erd- 
ringes bez. des Mondringes^ so setzen wir wie früher 

^ = J2cos9; y^jRsin^cosd; ^er » 22 sing) sind. 
Fallt femer die Mondknotenlinie gerade mit der Erdknotenlinie zu- 
sammen^ so können wir^ bezogen auf das gleiche Koordinatensystem^ 
schreiben: 

x^^r^ cos Uy y^ == r, sin a cos 5®, b^ = rj sin a sin 5®. 

Diese Koordinaten entsprechen der besonderen Li^e /) « ^ des Mond- 
ringes (vgl. Fig. 99). Bei beliebigem ß bleibt der Wert von z^ der 
angegebene^ die Koordinaten (t^y y^ aber entstehen aus den vorstehenden 
nach der Regel der Koordinatentransformation, wobei als Drehwinkel 
der Winkel /3 — ^ eingeht. Es wird nämlich allgemeingültig: 

x^ =» rj(cosa cosQS — ^) — sina cos 5^ sinQS — ^)), 
y, = r,(cofl a sin (jS — ^) -f sin a cos 5® cos(/J — ^)), 
jßf, «rj sina sin5^ 

Wir berechnen uns hiemach 
worin 5 bedeutet: 

(6) \ ^^^ ^ (^^^ a cos QS — ^) — sin a cos 5^ sin (/J — ^)) 
-f siny cosd(co|ia sin(/J — ^) -f sin« cos 5® cos(/J — ^)) 

, -f sin g> sin d sin a sin 5®. 

Durch Entwickelung nach Potenzen von r, folgt 

Wir integrieren diesen Ausdruck nach dyb und dm^ indem wir dfi 
aus (3) entnehmen und dm gleich — dq> einsetzen. Zunächst wird 

fsdtp = 0] femer liefern von den Gliedern auf der rechten Seite von 

(7) das erste und dritte Beiträge zu unserem Potential, die von den 
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die Lage des Erdringes bestimmenden Winkeln d und ^ frei sind. 
Da wir später das Potential nach diesen Winkeln zu differenzieren 
haben werden, fallen auch diese Glieder heraus. Wir schreiben daher 
die ersten drei Glieder ebenso wie die höheren Glieder der Entwickelung 
nicht hin und setzen: 

ü=... + y^.^.fdafäßfd^s^ + .... 

Man rechnet nun leicht aus, dafs 

fdafdßfdtps^ = ^» { (1 + cos*d) (1 + cos>5<>) + 2 sin*d sin>5» } . 

Mithin wird, wenn wir noch für die Masse des Erdringes ihren Wert 
aus Gl. (1) von § 1 einführen: 

ü-\f "^^^7^^ { (1 + cos»d) (1 + co8^5«) + 2 8in«d sin^ö^ } . 

Das zugehörige Drehmoment auf den Erdring wird nun durch Diffe- 
rentiation nach d gefunden und lautet: 

^ . ^l.f'h^^Z^ { 1 + cos»5«~2sin«50} sind cosd 

='-|/' '^^^7'^^ (l-|8m»6o)sindcosd. 

Dieser Wert läfst sich unmittelbar mit dem im ersten Paragraphen 
Gl. (2") für dasselbe Drehmoment abgeleiteten Werte vergleichen. Er 
unterscheidet sich von jenem, wie man sieht, nur durch Hinzutreten 
des Faktors 

l_i_gin«5^=. 1-0,012. 

Für die numerische Rechnung spielt dieser Unterschied aber keine Rolle, 
sofern wir wie im ersten Paragraphen nur die ganzen Sekunden der 
jährlichen Präcession anzugeben wünschen. Deshalb würde die weitere 
Behandlung genau so wie dort zu erfolgen haben und wir können alle 
früheren Resultate auch mit Rücksicht auf die Neigung der Mondbahn 
als hinreichend genau bestätigen. 

b) Der Fall w = 1. Auch hier gehen wir von der Formel (5) aus, 
wobei wir aber jetzt unter (2/i die durch (4) definierten Massenver- 
teilungen verstehen und die ihnen entsprechenden Potentiale, wie verab- 
redet, w^ und w^ nennen, dm ist wie oben gleich g— dy, für — ist die 
Entwickelung (7) einzutragen. Indem wir wieder diejenigen Glieder 
unterdrücken, die bei der Integration nach (p oder bei der späteren 
Differentiation nach d und ^ verschwinden, schreiben wir: 



D'-^^f^^JZßäßJdaJä^. 
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Führen wir zunächst die Integration nach a und (p aus, so erhalten 
wir aus (6): 

fdaCd 9 5* = 3t* { cos*(/} — ^) + cos* 5® sin*(/J — ^) + cos* d sin*(/} — ^) 

+ (cosd cos 5® cosQS — ^) + sin d sin 5®)* } ; 

multiplizieren wir dieses mit cos/) oder sin/) und integrieren nach /), 
so fallen alle diejenigen Terme fort^ welche nach Auflösung Ton 
]^ (/) — ^) von ungerader Dimension in ^ /) sind. Als einziger nicht- 
yerschwindender Term bleibt übrig 

23r* sind cosd sin5<> cobö^J^ ß cos(/)-^) dß 

= 2«» sind cos -0" sin 5^ cos 5^ ^ ^. 
Mithin wird: 

Damit ist das Potential der Mondringflache fär die beiden durch 
Fig. 98 b schematisch dargestellten Massenbelegungen oder, wie wir auch 
sagen können, diejenigen beiden Koeffizienten der trigonometrischen 
Entwickelimg gefunden, welche zu Oliedem Yon der yoUen Periode des 
Mondknoten-Umlaufs gehören. Die Summe dieser Olieder, welche nach 
Verabredung W heifsen sollte, wird nun 

(8) w^^f"^^^ sind cosd sinö^ cos5<> cos(N^-^). 

Wir formen diesen Ausdruck ein wenig um, indem wir einerseits die 
Definition von m (GL (1) von § 1), andrerseits das dritte Eeplersche 
Oesetz (Ol. (T) von § 1) berücksichtigen und erhalten: 

(9) Tr=4 ^- (^* (C-Ä) sind cosd sin5« cosö« cos(N^-^). 

Aus dem Potential W leiten wir nxmmehr die Drehmomente ab, die 
auf den Erdring wirken. Da W sowohl von d wie von ^ abhängt, 
erhalten wir ein Drehmoment, welches um die Enotenlinie der Erde 
wirkt, durch Differentiation nach d, ein anderes, welches um die 
Normale der Ekliptik wirkt, durch Differentiation nach f. Es ergiebt 
sich nämlich 

1 1? = T ST^Gf)'(<^-^) «^2fr «i^^o COS50 8in(N«-*). 

Wir sehen uns nun vor das folgende Ereiselproblem gestellt: Die 
Erde steht tmter dem Einflufs der Aen genannten Drehmomente; welches 

Klein-Sommerfeld, Kreiaelbewegang. 42 
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ist ihre Bewegung? Natürlich haben wir bei der weiteren Behandlung 
dieses Problems nicht mehr^ wie bei der Berechnung des Anziehungs- 
potentiales^ von dem Erdring allein^ sondern von dem gesamten Erd- 
körper zu handeln. 

Das hiermit definierte Kreiselproblem unterscheidet sich von allen 
früheren Fragen in zweifacher Hinsicht: einerseits ist zu dem Dreh- 
moment um die Enotenlinie, welches auch im Falle des gewöhnlichen 
schweren Kreisels Torlag, ein solches um die „Vertikale" (hier die 
Normale zur Ekliptik) hinzugetreten. Andrerseits sind beide Dreh- 
momente nicht nur mit der Lage des Kreisels sondern auch mit der 
Zeit yenlnderlich. Das Zeitmafs dieser Veränderlichkeit bestimmt 
offenbar auch das Zeitmafs^ in welchem die Erde jenen Drehmomenten 
folgt. Während also bei der in der allgemeinen Kreiseltheorie unter- 
suchten freien Nutation die Schwingungsperiode durch Massenyerteilung 
und Bewegungszustand des Kreisels selbst bedingt war^ ist die Periode 
der jetzt zu besprechenden erzimmgenen Nutation durch den Wechsel 
der äulseren Kräfte vorgeschrieben und stimmt in unserem Falle mit 
der Periode der Mondknotenbewegung überein. 

Im Allgemeinen kann man sagen^ dals das Problem der erzwungenen 
Schwingungen, wenn man von besonderen Vorkommnissen (Reso- 
nanz etc.) absieht, ein einfacheres ist wie das der freien Schwingungen, 
eben deshalb weil die Periode der Schwingungen nicht erst aus der 
Natur des schwingenden Systems erschlossen zu werden braucht^ 
sondern von vornherein bekannt ist Wenn das Problem in unserem 
Falle etwas kompliziert aussieht, so liegt dies nur an dem zusammen- 
gesetzten Charakter der wirkenden Kräfte. Übrigens ist der Weg, den 
wir einschlagen werden, vorbildlich für die Behandlung jeder Art er- 
zwungener Schwingungen, falls dieselben hinreichend klein ausfallen. 
Den erzwungenen Schwingungen können sich allemal noch freie 
Schwingungen überlagern, wovon wir indessen im vorliegenden Falle 
absehen dürfen, da wir auf die Möglichkeit solcher freier Schwingungen 
im nächsten Abschnitt ausführlich zu sprechen kommen. 

Mathematisch gesprochen bedeutet das Zurückstellen der freien 
Schwingungen, dafs wir uns mit einem partikulären Integral des vor- 
gelegten Bewegungsproblems begnügen wollen, nämlich mit demjenigen 
Integral, welches rein periodisch im Zeitmals des Kraftwechsels ver- 
änderlich ist und eben deshalb die erzwungene Schwingung hei&t. 
Das allgemeine Integral entsteht hieraus durch Hinzufügung der all- 
gemeinsten freien Schwingung, d. h. derjenigen allgemeinen Lösung, 
welche dem kraftefreien Falle entspricht, und zwar in Strenge, wenn 
das Problem durch lineare DifPerentialgleichungen festgelegt ist, mit 
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einem gewissen Grade der Annäherung, wenn^ wie im Torliegenden 

Falle, die Differentialgleichungen des Problems unter Vernachlässigung 

kleiner (}röij9en auf lineare Gleichungen zurückgeführt werden können. 

Bei der Berechnung der erzwungenen Schwingungen des Erdkörpers 

werden wir uns der Lagrangeschen Gleichungen in den Koordinaten 

d', if, g> bedienen. Auf der rechten Seite dieser Gleichungen stehen 

die Komponenten der äufseren Kraft nach jenen Koordinaten, d. h. in 

unserem Falle: 

dW dW dW ^ 

Der Ausdruck der lebendigen Kraft heilst bekanntlich 

und liefert: 

U - ^ sind cos *^'«- C{tp'+ cosd^O sin*^', |I - ^ - 0, 
U - [0] - A^\ 1^ - |Y| - ^ sin^d^' + Ccos*(9)'+ cosd^% 

||;-[0]-C(g>'+cosd*O. 
Die Lagrangeschen Gleichungen lauten nun: 

AV-A sind cos d^'* + C(9+ cos d^O sin*^'- ~^, 
^ {A sin»d^'+ Ccosd(()p'+ cosd^')) - ^, 

während die dritte Gleichung liefert: [0] — const. Da [0] — Cr ist, 
wo r die Umdrehungsgeschwindigkeit der Erde um ihre Figurenaxe 
und 2^/r die Dauer des Stemtages ist, so wird auch r konstant und 
mithin die Länge des Stemtages durch die in Rede stehenden Mond- 
störungen nicht beeinfiufst. 

Wir führen die Winkelgeschwindigkeit r = 9' + cosd^' in die 
Yorstehenden Gleichungen ein und schreiben dieselben einfacher: 

At"- A sind cosd^'* + C sind r^' - U, 

^ {A sin*d0'+ Ccosdr) - ^* 

Jetzt berücksichtigen wir, AsSa die Winkeländerungen ^' und d' er- 
fahrungsgemäCs aufserordentlich viel langsamer erfolgen und eine auiser- 
ordentlich yiel kleinere Amplitude haben, wie die Umdrehung r, dafs 
daher r sehr groüs sein wird gegen q>' und d'. Dementsprechend werden 
wir alle Glieder linkerhand, welche nicht r als Faktor besitzen, streichen 
und die vorigen Gleichungen folgendermafsen vereinfachen: 

42» 
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Setzen wir rechterhand die Werte aus (10) ein^ so ergiebt sich: 

,/ 8 w, /2«\*C — A . CA CO cos 2^ /^,. ,v 

- - - -^- (^) -^^ sin 50 cosöo -^^ cos(N^-^), 



^' = - 



2 3f+iii, 

8 m, /2«\«C — u4 



r^G^) ^^smöOcosö« cos-^ sin(N^-^). 



2 M+ 

Hier können wir abermals eine YereinÜEU^hong eintreten lassen, indem 
wir auf der rechten Seite die in erster Näherung gefundenen Werte 
fOr ^ und -Ö- (s. GL (11) aus § 1), nämlich ^ = ^^ + 50"^ = ^0 + ^^ 
^ =. 23® 27' 7" = do eintragen. Die Integration nach t läfet sich dann 
leicht ausführen und liefert: 



(11) 



Q. ^ m^ /23r\*C — -4 8in6<> 008 6* ^ /.,. . ,v 

* - T S+iÄi (27) ~ö? rrr;^ «««*« co8(N<- v<-^„), 

, 3 w, /23r\*C — -4flin6<>coB6* cos2^j. . ,., . * . ,v 



In diesen Gleichungen ist die üieoretische Darstdlung der astrcynomischen 
Ntäation gewonnen. Wie wir sehen ist sowohl der Winkel -0* wie der 
Winkel ^ einer harmonischen Schwankung unterworfen, deren Periode 
mit der der Mondknoten 2^/N zusammenfallt. (Wir können nämlich 
die Winkelgeschwindigkeit v der Erdknoten gegen die der Mondknoten 
N ohne Weiteres yemachlässigen.) Um die numerischen Werte der 
Amplituden zu finden^ welche bez. a und b heilsen mögen^ berechnen 
wir zunächst: 

|«2ctg2^o--l,9. 

Femer wird, wegen der früher angegebenen Werte, wenn wir das Jahr 
als Zeiteinheit nehmen: 

also die Amplitude von d", in Sekunden ausgedrückt: 

=^ A -L l^A)* _!?%_ 0^087 ■ 0,917 860 • 60 • 60 _ ^„ 
^ 2*88* 866V4 (27%)«* 806 * 2« "" ^ ' 

Hieraus folgt 

6 = 1,9 . a = 17". 

Am Himmelsgewölbe beschreibt die Erdaxe hiemach eine kleine Ellipse, 
die nach ihrem Entdecker die Bradleysche Ellipse heifst. Die grofse 
Axe derselben beträgt a = 9"; sie ist nach dem Pole der Eldiptik 
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hingerichtet. Die kleine Axe wird^ wie eine elementargeometrische 
Überlegung zeigt, 6 sin ^q =» 7". 

Wir wollen schliefslich die am Schlosse des ersten Paragraphen 
gegebene Darstellung der Erdaxenbewegung (Gl. (11) yon pag. 643) 
durch HinzufQgung von Nutationsgliedem yervoUständigen. Sie lautet 
alsdann: 

(m ( ^ = *o + 50"^ + 17" sin(N^ - *o), 

^ ^ 1 d- 23^27' + r cos (N^-^o)- 



§ 4. SohlurBbemerkungen zum Problem der Präoession und Nataüon. 
Die Bestimmung der Mondmasse und der BUipÜBität der Brde. 

Mit den bisherigen Korrektionen ist aber die Sache noch lange 
nicht abgethan. Zunächst kann man den Einflufs der Mondknoten- 

4.4C 6 ^ 

bewegung weiter verfolgen und Glieder von der Periode -jr, -jr etc. 
berechnen. Die ersteren werden in der Praxis wirklich berücksichtigt, 
obgleich ihre Amplituden nur den zehnten bez. fünften Teil einer Sekunde 
betragen. Sodann aber wäre die Excentrizität der Sonnen- und nament- 
lich die der Mondbahn und deren Apsidenbewegung zu berücksichtigen, 
durch welche nicht nur die periodischen Glieder, sondern auch der säku- 
lare Präcessionsterm beeinflufst wird. Die hieraus resultierende Korrek- 
tion der Präcessionsgeschwindigkeit betragt abermals weniger als V. 

Femer wollen wir hier nochmals auf die oben besprochenen aber 
nicht durchgerechneten Einflüsse hinweisen, welche von der wechselnden 
Stellung von Sonne und Mond in ihrer Bahn herrühren und welche 
zur Periode einen aliquoten Teil des Sonnen- oder Mondumlaufs haben. 

Endlich ist zu bedenken, dafs alle Elemente, welche in unsere 
Rechnungen eingehen, säkularen Änderungen unterworfen sind, so die 
Excentrizität der Sonnenbahn, die Lage der Ekliptik am Fixstem- 
himmel etc., Änderungen, welche man üblicher Weise in eine nach 
Potenzen von t fortschreitende Reihe entwickelt. Hieraus folgt ins- 
besondere, dais auch die Präcessionsgeschwindigkeit nicht einftich der 
Zeit proportional ist, sondern ihrerseits durch eine Potenzreihe in t 
dargestellt wird. Allerdings ist schon der Koeffizient von fi in dieser 
Reihe äuiserst klein, ca. 10~^-1''; trotzdem genügt sein Vorhandensein, 
um Resultate, welche sich auf eine längere Reihe von Jahren beziehen 
und nur aus dem ersten Gliede (vf) gezogen sind, wie z. B. die am 
Anfimg dieses Abschnittes gegebene Berechnung der Periode von 
26000 Jahren, einigermafsen illusorisch erscheinen zu lassen. 

Bei Berücksichtigung dieser verschiedenen Einflüsse werden die 
Formeln für die Bewegung der Erdaxe wesentlich komplizierter. Die 



662 Vm. Abschnitt B. Geophysikalisohe Anwendangen. 

PiBcession wird nicht mehr eine gleichförmige, sondern wegen der 
zuletzt genannten Verhältnisse eine etwas beschlennigte oder verzögerte 
sein. Aufserdem wird sich der bisher besprochenen hauptsachlichen 
Nutation eine Reihe sekundärer Nutationen, z. B. eine Nutation Ton 
der halben Periode der Mondknoten, Yon der halben Periode des 
Sonnen- und Mondumganges etc. überlagern. Um ein Bild yon den 
so entstehenden Formeln zu geben, setzen wir als G^nstück zu den 
Näherungsformeln Tom Schlüsse des vorigen Paragraphen die folgende 
vollständigere Beschreibung der Erdaxenbewegung her. Dieselbe ist, 
mit Abänderung der Bezeichnungen dem Werke von Tisserand*) 
entnommen; der Ursprung und die Bedeutung der einzelnen Tenne 
wird nach dem Vorhergehenden klar sein: 

^ = 50",37140^ - 0",00010881 ^ 

- 17",251 sin N < + 0",207 sin 2 N < 

- 1",269 sin ^ - 0",204 sin 4^^, 

^ =. 23« 27' 32",0 + 0",00000719 ^ 
+ r,223 cos N^ - 0",090 cos2N< 
+ 0",551 cos ^ + 0",089 cos -^ • 

Auch diese vollständigere Formel beansprucht nicht, exakt zu sein, 
und darf ebensowenig wie unsere frühere Darstellung auf beliebig 
lange Zeitraume ausgedehnt werden. Ihr Zweck ist vielmehr nur der, 
unter den heutzutage gültigen Werten der astronomischen Eonstanten 
die Vorausbestimmung der Lage der Erdaxe fELr einen den Bedürf- 
nissen des rechnenden Astronomen genügenden Zeitraum zu ermöglichen. 
Andere Autoren**) geben noch längere Formeln an. 

Zum Schlüsse dieses Abschnittes haben wir noch einen gewissen 
ZirkelschluiGs zu besprechen, den wir uns im Vorangehenden bei den 
numerischen Rechnungen zu Schulden kommen lassen mufsten und 
auf den bereits pag. 642 hingewiesen wurde. Es handelt sich um das 
VerhäUnis Erdmasse m Mondmasse M/m^ und um die sog. EUiptieüät 
der Erde (vgl. wegen der Benennung § 8 des vorigen Kap.), d. L das 
V^hältnis (G — Ä)/Ä. Während wir im Vorstehenden gewisse Zahlen- 
werte für diese Grofsen zu Orunde legten, um daraus die GhrSIse der 



*) 1. 0. tome 2, § 192, Gl. (m) und (n). Übrigene haben wir zwei der 
TiBserandschen Glieder unterdrückt, welche im Vorstehenden keine Erklärung 
gefanden haben. 

**) Z. B. Th. Oppolzer, Bahnbestimmung der Kometen und Planeten, 
Leipzig 1870 und 18S2, Bd. I, erster Teil. 
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Präcessionsgeschwindigkeit und die Amplitaden der Nutation zu be- 
rechnen^ liegt in Wirklichkeit die Sache so, dafs die zuverlässigsten 
Zahlenwerte jener beiden Verhältnisse eben aus der Beobachtung Ton 
. Präcession und Nutation gefolgert werden. Damit entfällt dann logischer 
Weise die Möglichkeit, die Präcession und Nutation vorauszuberechnen. 
Außerdem liegt auch noch die physikalische Voraussetzung zu Orunde, 
dafs man die Erde für die hier berechneten Wirkungen als starr an- 
sehen darf, worauf wir im folgenden Abschnitt zurückkommen. 

Wir sahen oben, dafs sowohl in den theoretischen Ausdruck der 
Präcessionsgeschwindigkeit v (GL (60 von pag. 641) wie in den Aus- 
druck der Nutationsamplituden a und b (Gl. (11) von pag. 660) die 
beiden Gröfsen (C—Ä)/C und Jf/w, eingehen. Entnehmen wir also 
den Beobachtungen zwei möglichst genaue Werte, beispielsweise von 
V und a, so haben wir zwei Gleichungen zur Bestimmung der beiden 
Unbekannten (C—Ä)/C und M/m^. Man findet auf solche Weise 
als die heutzutage vertrauenswürdigsten Werte dieser beiden Un- 
bekannten*) 

C-Ä 1 M Q.p^Q 

Dem entsprechen die oben benutzten abgekürzten Zahlenwerte 1/305 
und 82. Für die sog. Elliptizität ergibt sich mit derselben Näherung 

Übrigens stimmen die auf anderen Wegen hierfür erhaltenen Zahlen 
(z. B. aus der Gradmessung der Erde, aus den Störungen der Mond- 
bahn durch die Erde und der Erdbahn durch den Mond) mit den an- 
gegebenen Zahlen soweit überein, als mau es bei der gröfseren Un- 
sicherheit dieser letzteren Bestimmungsweisen erwarten kann. 



B. Geophysikalische Anwendmigeii. 

§ 5. Die Bulersohe Periode der Polsohwankimgen, theoretisohe 

Behandlung. 

Es ist uns von früher her wohlbekannt^ dafs unter dem Einfluls 
der Schwere die reine Präcessionshewegung des Kreisels einen Aus- 
nahmefall darstellt^ dafs diese Bewegung im Allgemeinen von perio- 
dischen Schwankungen der Ereiselaxe überlagert wird^ welche aller- 



*) Vgl. S. Newcomb, Fundamentul Constants of Astronomy. Washington 
1895, pag. 133. 
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dings bei hinreichend starkem Eigenimpols in der Regel unmerklich 
klein werden. Diese Schwankungen wurden NataHonen schlechtweg 
genannt; wir werden sie jetzt zum Unserschied yon den im vorigen 
Abschnitt besprochenen Nutationen als freie NtUoHonen bezeichnen. 
Aus der Zusammensetzung dieser freien Nutationen mit der gleich- 
formigen Prilcession entstand unsere „pseudoreguläre Präcession^. 

Es drangt sich uns nun die Frage auf: Ist die im Yorigen Ab- 
schnitt berechnete Präcession der Erdaxe von Schwankungen begleitet^ 
welche nicht yon den äuüseren Kräften erzwungen sind; sondern die 
freien Schwingungen des Systems darstellen? oder^ kürzer gesagt: 
Ist die BotaHonsbewegung der Erde, wenn wir yon allen erzwungenen 
Schwankungen absehen, eine regtUäre oder eine pseudoreguläre Präcession? 

Die Beantwortung dieser Frage erfordert das Zusammenwirken 
yon Theorie und Beobachtung. Wir geben zunächst die Theorie. 

Das Wort Erdaxe ist zweideutig. Man bezeichnet damit einerseits 
die Figurenaxe der Erde, d. h. diejenige HaupttnLgheitsaxe der Erde, 
welche ungefähr mit der Verbindungslinie yon Nord- und Südpol zu- 
sammenfällt, also eine im Erdkörper feste Axe; andrerseits meint man 
damit die a/ugenblickliche Botationsaae der Erddrehung, also eine Gerade, 
welche genau den instantanen Nord- und Südpol verbindet und daher 
instantan im Baume fest ist. Dafs beide Bedeutungen nicht zusammen- 
fallen, ist gerade der Gegenstand der folgenden Erörterungen, bei 
denen wir zwischen Figuren- und Rotationsaxe wohl zu unterscheiden 
haben. 

Die Bewegungen der Figurenaoce bei der pseudoregulären Präcession 
wurden pag. 291 erörtert. Sie wurden in den Winkeln d und ^ durch 
die folgenden angenäherten Gleichungen bestimmt (s. pag. 303, Gl. (11)): 



(1) 



N 
cos -Ö" =» cos -Ö-^ + a sm d^ sm -j- <, 



wo a durch die pi^. 296 definierte Größe n sich folgendermaßen 
ausdrückte: 

Die ersten Glieder der rechten Seiten von (1) geben den Präcessions- 
bestandteil der Bewegung und kommen fQr das Folgende nicht in Betracht. 
Wir bemerken nur, dafs die Grölse P, die beim Kreisel gleich MgE 
war, im Falle der Erde durch Pcos^q zu ersetzen ist, wo P durch den 
Ausdruck (3) von pag. 640 bestimmt ist. Die zweiten Glieder liefern 
die freie Nutation und interessieren uns hier ausschliefslich. Sie be- 
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deuten eine hreisförmige Schtmngtmg (ygl. pag. 305), d. L der Durch- 
schnitt der Fignrenaxe mit dem Himmelsgewölbe beschreibt, wenn 
man von der Pracessionsbewegung und den im yorigen Paragraphen 
betrachteten erzwungenen Schwankungen absieht, einen kleinen Ereis 
am Himmel. Die scheinbare Gröüse des Radius betragt a und hängt 
Yon der Anfangslage des Impulses ab, auf welche sich die Grolse n 
in GL (1') bezieht, d'^ bedeutet die mittlere Neigung der Figurenaxe 
gegen die Normale zur Ekliptik während dieser Ereisschwingung. Die 
Schwingungsperiode r, d. h. die JZeit, in der der Ereis einmal durch- 
laufen wird, ist durch die Gleichung bestimmt 

t ^ Ä '^ Ä^' 

wo r, die Winkelgeschwindigkeit der Erdimidrehung, gleich 2x divi- 
diert durch die Länge des Stemtages ist. Nehmen wir letzteren zur 
Zeiteinheit, so wird r = 2;r und t^^Ä/C. Die Schwingungsperiode ist 
(üsOy da C nur wenig gröfser ist als A, ein wenig Meiner als ein 
siderischer Tag, 

Dies Resultat war vorherzusehen. Wenn nämlich die Figurenaxe 
mit der Rotationsaxe nicht zusammenfallt, wird erstere um letztere 
auf einem Ereiskegel herumgeführt. Stände nun die Rotationsaxe 
Tollig still, so würde die Periode genau einen Tag betragen; wechselt 
sie langsam ihren Platz, so weicht die Periode nur wenig von einem 
Tage ab. 

Indessen läTst sich die somit als möglich nachgewiesene nahezu 
eintägige Schwankung der Figurenaxe durch die Beobachtung nicht 
feststellen, weil sich die Beobachtung am Himmel notwendig auf den 
Wechsel der Rotationsaxe bezieht. Zu letzterer wenden wir uns jetzt. 

Dabei werden wir zu unterscheiden haben zwischen dem Wechsel 
der Botationsaxe gegen den Raum und ihrem Wechsel relativ gegen den 
Erdkörper, Ersterer wird bestimmt durch die Eomponenten n, x, (>, 
letzterer durch die Eomponenten p, q, r des Drehungsvektors, welche 
beide durch die Gl. (7) und (8) von pag. 45 mit den Eulerschen 
Winkeln 9, ^, d' in Beziehung gesetzt sind. Die ;r, x, q sind die 
Eoordinaten der Punkte der Herpolhodie, die j>, g, r die der FoXhodie. 

Die Werte der ä, x, q lauteten 

3t = ^' cos ^ + g>' sin -Ö" sin ^, 
(2) X = ^' sin^ — 9)'8in'9'C08^, 

(> = ^' + cos ^9)'; 

sie beziehen sich auf ein im Räume festes Eoordinatensystem Xy y, a, 



(3) 
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dessen dritte Axe in unserem Falle mit der Normalen der Ekliptik 
zusammenfallt^ (weil wir Ton dieser aus den Winkel d" messen) , und 
dessen erste Axe der in der Ekliptik gelegene Strahl ^ =» ist (nach 
allgemeiner Festsetzung über die Messung des Winkels ii). Es ist 
aber bequemer ein Koordinatensystem zu benutzen^ dessen dritte Axe 
mit der mittleren Lage der Figurefiaxe zusammenfallt^ also gegen die 
Normale der Ekliptik um den Winkel d-^ geneigt ist. Die erste Axe 
des neuen Systems möge mit der ersten Axe des alten Systems über- 
einstimmen. Bezeichnen wir die Koordinaten des Drehungsvektors in 
diesem neuen System mit x^, x^^ q^, so wird ersichtlich 

Äi = Ä, 

«1 = X cos-Ö-Q + Q sin-Ö-jj, 

Qi = — X Bind'Q + Q cos d'Q. 
Setzen wir aus (2) ein^ so ergiebt sich 
jTi = ^' cos ^ + 9)' sin ^ sin ^, 

Xi = -Ö-'cosd^jSin^ — 9)'(sindcos^QCOs^— sin'0'^>co8'9')H-^'sin'0'jj, 
Qi =— -Ö-^sind^sin^ + 9)'(sin^^>8in^cos^4-cosd^^cos^) + ^'cos^^. 

Nun ist zu berücksichtigen, dafs nach (1) d" — d'^ und ^, sowie 
die DifPerentialquotienten d'' und f' kleine Gröfsen sind; lassen wir 
aufserdem den uns hier nicht interessierenden Pracessionsterm Pt/N 
fort, so werden alle jene Oröüsen von der Ordnung der Nutations- 
amplitude a. Wir können mlmlich, indem wir cos'd' entwickeln, statt 
(1) schreiben: 

4^^^^ asin(-|^^), ^'«_^cos(J<), 

sin^o0= acos(-j-^j, sm^^^ = — -^ sm(-^n . 

In den Gleichimgen (3) sollen nur die Glieder niedrigster Ordnung 
der kleinen Gröfsen beibehalten werden. Wir setzen daher cos if = 1, 
Bin^ = ^, sin^sin^ « sin-O-Q • ^, ^'sin^ = etc. und erhalten: 

Äi = ^' + 9' sin djj • 0, 

Xj == - <p'(^-'^o) + ^'sin^o; 

Qi^ 9 + ^'cos^o. 

Des Weiteren bemerken wir, dafs y'+cos^^^' nach den 61ei- 
chimgen (7) von pag. 45 gleich der Winkelgeschwindigkeit r der Erd- 
umdrehung, also gleich 2n: ist, wenn wir wieder den Stemtag als 
Zeiteinheit wählen. Die letzte Gleichung lautet daher q^ = 2^] in 
den beiden ersten Gleichungen dürfen wir direkt 9' = 2^ nehmen. 



(4) 
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weil hier 9' mit den kleinen GröJaen f und d' — d-Q multipliziert er- 
scheint. Somit folgt: 

^Tj— ^' + 2Äsina'o^, 

x^ 23r(d-do) + 0'8indo, 

Indem wir nun die Werte Ton if, 0' etc. aus (4) eintragen und 
berücksichtigen, dafs JV— Cr — 23r(7 ist, erhalten wir schliefslich die 
folgende Darstellung der Herpdlhodie: 



(5) 



^Tj = — 27ca —r — cos 2% -j ty 
Xj — — 2na T sin23t-j <, 



A ^^"^ A 
Q^ — 2ä. 

Wir erkennen hieraus: Die BotcUionsaxe beschreit im BcMme einän 
Kreiskegd um die RicMung unserer driüen Koordinatenaxe q, d. h. um 
die mittlere Lage der Figurenaxe. Die Zeitdauer, in der sie diesen 
Kreiskegd einmal durchläuft, ist wieder t^Ä/G, also wenig Meiner 
um ein Stemtag. 

Wir können auch sagen, dafs in der gleichen Sicit der Schnittpunkt 
der Rotationsaxe mit dem Himmelsgewölbe einen Kreis durchläuft Der 
scheinbare Radius desselben, gemessen durch denjenigen Winkel, unter 
dem er yon der Erde gesehen wird, betragt (bei Yertauschung der 
trigonometrischen Taugente mit dem Bogen): 



Dieser Radius ist erheblich kleiner wie der scheinbare Radius a des- 
jenigen Kreises, den der Schnittpunkt der Figurenaxe mit dem Himmels- 
gewölbe beschreibt. Wir fluiden nämlich (ygl. pag. 663) 

(6) c^n"^^^' "^"^ s4:i-304. 

Die Schwankung der BotaHonsaxe im Baume leträgt also kaum den 
300^ Teil derjenigen der Figwrenaooe. Da sich nun, wie wir sehen 
werden, aus den Beobachtungen ergiebt, dals die Winkelgrölse a hart 
an der Grenze des Beobachtbaren liegt, so wird sich die Winkel- 
gröüse a —g — — a/304 der Beobachtung völlig entziehen. Man 
wird also für aUe praktischen Fragen annehmen dürfen, dafs die Botor 
Oonsaxe im Baume voUig stille steht. 

Natürlich ist die obige Darstellung der Herpolhodiekurve nicht 
völlig exakt, weil wir erstens höhere Glieder weggelassen und zweitens 
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die Pracessionsterme yemachlässigt haben. Hatten wir letztere mit 
berücksichtigt , so hatten wir statt des Kreises am Himmelsgewölbe 
eine sehr eng verschlungene Cykloide bekommen. 

Interessanter ist das Studium der Polhodie, Ihre Koordinaten 
Py q, r sind durch die Gleichimgen (7) von pag. 45 gegeben: 

p= d"' cos q> + ilf' sind' sixifp , 

q =— -Ö-^siny + ^' sin -0* cos 9), 

r = 9)' + cos^^'. 

Die letzte Koordinate ist konstant^ nämlich bei unserer Wahl der Zeit- 
einheit gleich 27t. In den beiden ersten Gleichungen setzen wir für 
^' und if' die Werte aus (4) ein^ schreiben ^ unter Vernachlässigung 
kleiner öröfeen höherer Ordnung, sind = sind^, q> = 2xty N==2itC 

und ehalten: 

C / C C \ 

p=^—2n:a-^\(MB2n-^tcoB2ütt+Bm27C-jtam2xtj, 

C / C C \ 

g= 27ta-j\coB2xY^Biri2xt—8m2xj-tcoB2jctj, 

r^2% 



oder: 



(7) 



p^ — 27ca-jCOB2% —j — ty 

g=- — 23ra-j sin23r "T ^, 
r = 23r. 



Dies ist die gesuchte DarsteUtmg der FcHhodie, Sie zeigt uns, dafs 
die Botationsaoce auch im Erdkörper einen Kreiskegel beschreibt und awar 
um die Figwrenaxe der Erde, Der Winkel an der Spitze desselben 
zwischen der Figurenaxe und den Erzeugenden des Kegels ist (bei Yer- 
tauschung der trigonometrischen Tangente mit dem Bogen): 



Vp+^ C 

r ""^Z* 

Dieser Winkel ist also C/((7— J.) = 305 mal gröfser wie der ent- 
sprechende Winkel des Herpolhodiekegels. Die Zeit, in der die Bota- 
tionsaoce den Pdhodiekegd einmal durchläuft, beträgt dabei A/{C'—Ä)^d04 
Stemtage oder rund 10 Monate. Diese Zeit heilst die Eulersche Periode 
oder der Eulersche Cyklus, weil bereits Eni er*) die nötigen theore- 
tischen Vorarbeiten zur Berechnung dieser Periode geliefert hat 

*) Mechanica sive motas scientia. Petersburg 1736, dritter Teil, Kap. XVI, 
§ 889 ff. Theoria motus corponun solidonun sen rigidonun, Greifswald 1766, 
Kap. Xn, §§711, 717 — 732. Der numerische Wert 304 scheint allerdings bei Euler 
noch nicht vorzukommen. 
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Natürlicli sind auch die Oleichongen (7) nicht ganz yoUständig, 
insofern wir hei ihrer Ahleitong von den Präcessionsgliedem abgesehen 
haben; wollten wir letztere mit berücksichtigen, so würden zu den 
obigen Werten der p und q noch gewisse leicht angebbare Glieder 
Ton sehr kleinem Betrage und von der Periode eines Stemtages hinzu- 
kommen. 

Übrigens lassen sich die obigen Werte der p und q auch un- 
mittelbar aus den Eulerschen Gleichungen entnehmen, wenn man be- 
denkt, dafs die in Rede stehende Bewegung eiue freie Nutation ist, 
und dementsprechend bei ihrer Berechnung Yon den äuTseren Kräften 
(Sonnen- und Mondanziehung) abstrahiert. Die Eulerschen Gleichimgen 
lauten dann (vgl. pag. 140) für -4 = jB und r = const. = 2yt: 



und geben integriert (vgl. pi^. 151, GL (6')): 

%ni — — -/ 

p + iq^ce ^ . 

Man braucht schliefslich nur in einen reellen und imaginären Teil 
au&ulösen, um im Wesentlichen (nämlich bis auf die abgeänderte 
Bezeichnung der Integrationskonstanten) die Gleichungen (7) wieder- 
zufinden. 

Es ist nützlich, diese Verhältnisse im Sinne Po in so ts durch die 
Figur des Polhodie- und Herpolhodiekegels zu veranschaulichen und 
mit derjenigen Figur zu vergleichen, welche in gleicher Weise die 
Verhältnisse bei der (durch Sonnen- und Mondanziehung erzwungenen) 
Piucession der Erdaxe darstellt. Dies geschehe in den Fig. 100 a und b. 

In Fig. 100 a (erzwungene Präcession) findet die Bewegung der 
Erdaxe um die Normale der Ekliptik {N) in dem mehrfach genannten 
ungefähren Zeitraum von 26000 Jahren statt. Der Winkel an der 
Spitze des Herpolhodiekegels (eigentlich Winkel zwischen der Normalen 
N tmd der Botationsaxe, wofür wir aber ohne irgend einen Fehler auch 
den Winkel zwischen der Normalen N und der Figwrenaxe nehmen 
können) beträgt 2372^. Die ÖfPhung des Polhodiekegels wurde pag. 49 
berechnet und nach Gl. (2) daselbst gefunden zu sin 23V// 365. 26000 
= ungefähr 0,01"; die Kleinheit des Polhodiekegels wurde a. a. 0. durch 
die Angabe veranschaulicht, dals er auf der Erdoberfläche einen um 
den Nordpol beschriebenen Kreis von nur 27 cm Radius ausschneidet. 
Wir haben also einen ziemlich weiten Herpolhodie3cegd und einen mfserst 
spitzen Polhodiekegel. In Fig. 100 a konnten wir natürlich nicht an- 
nähernd das wirkliche quantitative Verhältnis beider Kegel zum Aus- 
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druck bringen; yielmehr ist der Polhodiekegel yerhältnismäfsig fast 
10* mal zn breit gezeichnet. Wir haben uns vorzustellen^ dafs der in 
der Erde feste und an der Erdumdrehung teilnehmende Polhodiekegel 
sich in einem Tage, von F aus gesehen enigegen dem Uhrzeigersinne, 
einmal umdreht imd dabei ohne zu gleiten im Innern des Herpol- 
hodiekegels abrollt. Wegen seiner aufserordentlichen Kleinheit durch- 

K 





Flg. 100». 



Fig. 100b. 



müjst er den Mantel des Herpolhodiekegels erst in 26000 Jahren einmal. 
Der Sinn des Abrollens ergibt sich aus dem Umdrehungssinne des 
Polhodiekegels und erfolgt in der Figur von rechts über yom nach 
links, also von N gesehen im Uhrzeigersinne. 

Wir betrachten nun Fig. 100 b (freie Nutation). Die Bewegung 
findet hier um die mittlere Lage der Figurenaxe statt (die in der 
Figur vertikal gezeichnete Gerade OjPq, im Gegensatz zu der augen- 
blicklichen Lage der Figurenaxe OF). Der Winkel an der Spitze des 

C 
Polhodiekegels beträgt nach Obigem a -j , der des Herpolhodiekegels 

a —-J — ; das Verhältnis beider wurde gleich 305 gefunden. Jetsst ist 
also der Serpölhodiekegel erheblich spitzer wie der Polhodiekegd; auch hier 
konnte das zahlenmäfsige Verhältnis beider Eegel in der Figur nicht 
zum richtigen Ausdruck gebracht und mufste der Herpolhodiekegel yer- 
hältnismäfsig viel zu stumpf gezeichnet werden. Nach unseren Formeln 
hängt die absolute Gröfse der E^elöffiiungen von der Gröüse a ab, 
über die nur die Beobachtungen Aufschluls geben können. Wir sind 
also einstweilen über die wirkliche Gestalt von Polhodie- und Herpol- 
hodiekegel im Unklaren und haben daher in Fig. 100 b dem Polhodie- 
kegel etwa diejenige Gröfse gegeben, wie sie dem Herpolhodiekegel in 
Fig. 100 a zukommt. Li Wirklichkeit wird, da die Beobachtungen 
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einen äufserst kleinen Wert von a ergeben^ auch der Polhodiekegel 
änlserst spitz und der Herpolhodiekegel dementsprechend noch 300 mal 
spitzer. Fig. 100 b kann daher nur eine grobe qualitative Yeran- 
schaulichung der Yerhaltnisse geben. Wir müssen uns nun yorstellen, 
dafs der relativ weite Polhodiekegel^ der den engen Herpolhodiekegel 
umMst; mit der Geschwindigkeit der Erdumdrehung rotiert und dabei 
ohne zu gleiten auf dem Herpolhodiekegel abrollt. Der Drehsinn des 
Polhodiekegels ist wieder, von F gesehen, dem Uhrzeigersinne ent- 
gegengesetet. Daraus folgt, dafs das Abrollen, von F^ aus gesehen, 
ebenfalls entgegen dem Uhrzeigersinne erfolgt. Die Berührungslinie 
beider Kegel stellt uns die Lage der Rotationsaxe sowohl im Räume 
wie in der Erde dar. Sie läuft im Baume in etwas weniger wie 
einem Stemtage um. Wenn nämlich die Berührungslinie nach ein- 
maliger Durchmessung des Herpolhodiekegels wieder in ihre ursprüng- 
liche Lage auf dem Herpolhodiekegel (OÄ der Figur) zurückgekehrt 
ist, befindet sie sich in Deckung mit derjenigen Erzeugenden OB 
des Polhodiekegels, die wir erhalten, indem wir den auf dem Pol- 
hodiek^^l gemessenen Bogen AB gleich dem UmfEuige des Herpol- 
hodiek^els im Abstände OÄ von machen. Der Strahl OÄ, ab 
Erzeugende des Polhodiekegels betrachtet, ist infolgedessen noch nicht 
in seine Anfangslage zurückgekehrt; die Zeitdauer des Umlaufs der 
Rotationsaxe auf dem Herpolhodiekegel wird daher etwas kleiner als 
die Zeitdauer, in der ein Strahl des Polhodiekegels einmal umläuft, 
welche ihrerseits gleich einem Stemtage ist. Auf dem Bolhodiekegd 
andrerseits läuft die Rotationsaxe erheblich langsamer um. Da sie 
nämlich während eines Stemtages um wenig mehr als das Stückchen 
AB auf dem Polhodiekegel im Sinne der Erddrehung vorgerückt ist, 
dauert es eine erhebliche Anzahl von Stemtagen, bis sie den ganzen 
Umfang des Polhodiekegels durchmessen hat. Diese Anzahl wurde 
oben als Eulerscher Gyklus bezeichnet und gleich 304 gefunden. 
Nach der Figur m Übereinstinunung mit rmseren obigen Reclmungen 
wird das Verhältnis zwischen der Umlau&zeit der Rotationsaxe in der 
Erde und derjenigen im Räume gleich dem Verhältnis des Umfanges 
des Polhodiekegels zu demjenigen des Herpolhodiekegels, in gleichem 
Abstand von der Spitze der Kegel gemessen. 

In unseren Rechnungen sowohl wie in unseren Zeichnungen haben 
wir aus guten Gründen die Behandlung der erzwungenen Präcession 
von der der freien Nutation abgesondert und die erzwungenen Nuta- 
tionen überhaupt bei Seite gelassen (die man ebenfalls mit Poinsot- 
sehen Vorstellungen begleiten könnte). 

In Wirklichkeit findet natürlich eine Überlagerung dieser verschie- 
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denen Bewegungen nnd damit eine Überlagerung der Formeln und in ge- 
wissem Sinne eine Überlagerung der Figuren statt. Leider verliert die 
Poinsotsche Vorstellung der abrollenden Kegel für eine derartige zu- 
sammengesetzte Bewegung ihren Hauptvorzug, den der unmittelbaren 
Anschaulichkeit. Wollten wir uns nämlich Präcession und Nutation in 
einer Figur darstellen und durch ein Paar abrollender Eegel verwirk- 
liehen^ so müfisten wir den Herpolhodiekegel mit aufserordenÜich 
kleinen und kurzen Wellungen versehen^ in welche entsprechende 
Wellungen des Polhodiekegels eingreifen. Für das anschauliche Ver- 
ständnis des Vorganges wird hierdurch aber nichts gewonnen. 

Schlielslich gehen wir im Interesse der folgenden Diskussionen 
von dem uns nunmehr bekannten Polhodiekegel bei der &eien Nutation 
zu demjenigen Kreise über^ den der Polhodiekegel auf der Erdober- 
fläche ausschneidet. Wir unterscheiden den Durchschnitt der Rota- 
tionsaxe mit der Erdoberfläche^ den ^^instantanen Erdpol% von dem 
Durchschnitt der Figurenaxe mit der Erdoberfläche , dem ^^geometrischen 
Erdpol^^ Unser Kreis ist der geometrische Ort des instantanen Pols, 
sein Mittelpunkt fällt mit dem geometrischen Pole zusammen. Nach 
der vorangehenden Theorie müssen wir erwarten, dafs der instantane 
Pol den geometrischen Pol in der Periode des Eulerschen Cyklus, also 
etwa in 10 Monaten, einmal im Sinne der Erdrotation umkreist. Der 
vom Erdmittelpunkte aus gesehene Radius des Kreises beträgt nach 

Obigem a -j- • 

Wir werden im folgenden Paragraphen darüber zu berichten haben, 
in welcher Weise sich eine derartige Bewegung des instantanen Pols 
in den Beobachtungen der Polschwankungen bemerklich machi Über- 
schlagen wir hier nur noch die Chancen der Beobachtungsmöglichkeit, 
so sehen wir, dafs diese jetzt viel günstiger liegen, wie vorher, wo 
es sich um den Nachweis der räumlichen Bewegung der Rotationsaxe 
handelte. Denn erstens ist die Periode der Bewegung des instantanen 
Pols und zweitens ist ihre Gröfse ca. 300 mal so grofs, wie die Periode 
und Gröfse derjenigen Bewegung, welche der Schnittpunkt der Rotations- 
axe am Himmelsgewölbe ausführt. Obschon also, wie wir bemerkten, 
die frühere Bewegung unmerklich war, so braucht es darum nicht die 
jetzige zu sein. 

§ 6. Der NaohweiB der PolBOhwanknngen duroh die Beobaohtong; 
die Ohandlersche Peiiode. 

In der Beobachtung werden sich die im vorigen Paragraphen als 
möglich nachgewiesenen Polschwankungen durch eine Veränderlichkeit 
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der Breite des Beobachtongsortes yerraten. Ob man dabei die Breite 
als geographische (Komplement desjenigen Winkels, welchen die Lot- 
linie des Beobachtongsortes mit der Rotationsaxe der Erde bildet) oder 
als geocentrische (Komplement des Winkels, den die Verbindungslinie 
des Beobachtongsortes ond des Erdmittelpunktes mit der Rotationsaxe 
einschlieJjst) definiert, ist gleichgültig. In beiden Fallen handelt es 
sich um den Winkel einer in der Erde festen Geraden mit der in der 
Erde yariabeln Rotationsaxe. Je nachdem sich die letztere bei ihrer 
Bewegung dem Beobachtungsorte nähert oder sich von ihm entfernt, 
wird die Breite des Ortes abnehmen oder wachsen. 

In der That sind nun Breitenschwankungen, welche sich nicht 
durch Beobachtungsfehler erklären liefsen, schon firüher zu wiederholten 
Malen yermutet worden, so von Peters (1842) und Nyr^n (1871) 
an der Sternwarte Pulkowa, von Clerk Maxwell an den (Jreenwicher 
Beobachtungen aus dem Jahre 1851 bis 1854. Die Amplitude der 
Schwankung hielt sich in den Zehnteln einer Sekunde, die Angaben 
über die Periode waren widersprechend. Zur Sicherheit erhoben wurde 
das Vorhandensein von Breitenschwankungen aber erst durch die be- 
sonders genauen Beobachtungen von Küstner an der Berliner Stern- 
warte aus dem Jahre 1885. Auf die sehr ausführlichen Arbeiten, in 
denen Ghandler*) das gesamte vorliegende Beobachtungsmaterial einer 
eingehenden Diskussion unterzog, kommen wir unten zurück. 

Neues Licht wurde auf die ganze Frage geworfen, als im Jahre 1891 
eine astronomische Expedition nach Honolulu zum Zwecke von Breiten- 
messungen ausgeschickt wurde, 
welche mit gleichzeitigen Beobach- 
tungen in Berlin vei^lichen wur- 
den. Honolulu liegt ungefähr auf 
dem entgegengesetzten Meridian 
(171^westlich) von Berlin. Wenn 
nun die Breitenschwankungen wirk- 
lich ihren Grund in dem Wechsel 
der Rotationsaxe der Erde haben, 
so müssen sie sich an beiden Sta- 
tionen in entgegengesetztem Sinne 
äufsem (vgl. Fig. 101): die Breite in 
Berlin mufs zrmehmen, wenn sie in Honolulu abnimmt, ein Maximum der 
Breite in Berlin muis mit einem Minimum in Honolulu zusammenfallen etc. 
Wie vollständig sich diese Erwartung bestätigt hat, zeigen die beiden 



BeHin 




Honolulu 



•) Asixonomical Journal Vol. XI, XH, XV, XIX, XXI, XXE (1891 — 1902). 
Klein-Sommerfeld, Krelielb«wegimg. 48 
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folgenden Diagramme*) (Fig. 102); in ihnen bedeutet die Abscisse die 
Zeit während der Jahre 1891 und 1892, die Ordinate giebt die Ab- 
weichung der geographischen Breite von ihrem mittleren Werte an, 
in einem Mafsstabe, der aus den angeschriebenen Zahlen ersichtlich ist. 
Die Amplitude der Schwankung ist, wie wir sehen, för beide Stationen 
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Pig. 102. 



ungefähr gleich; sie liegt zwischen 0",2 und 0",3; vor allem aber 
sehen wir: die Phase ist für beide Stationen genau entgegengesetzt. 
Durch letztere Thatsache ist aufs augenfälligste dargethan, dafs die 
Breitenschwankungen ihren Grtmd in Umlagerungen der Botationsaxe 
habeny dafs also diese Axe relativ gegen den Erdkörper gewisse Be- 
wegungen ausführt. 

Offenbar geben zwei auf entgegengesetzten Meridianen gelegene 
Stationen, wie Berlin und Honolulu, nur eine Komponente der Bewegung 
wieder, die Komponente nach der durch beide Stationen gelegten 
Meridianebene. Dagegen werden zur vollständigen Kenntnis der Be- 
wegungen zwei Stationen genügen, deren Meridiane etwa einen rechten 
Winkel bilden. Wenn mehrere solche Stationen, insbesondere auch 



*) Wir entnehmen dieselben den Verhandlungen der 1896 in Berlin ab- 
gehaltenen Konferenz der intemat. Erdmessnng, Berlin 1896, Tafel 4. 
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auf entgegengesetzten Meridianen gelegene ^ zur Verfügung stehen , so 
werden ihre Resultate sich gegenseitig kontrollieren können. 

Fig. 103 stellt die Lage der Beobachtungsorte dar, auf welche 
sich die von der permanenten Kommission für internationale Erd- 
messung angeregte Festlegung der Polschwankungen stützt. Die Mehr- 
zahl der europäischen Stationen liegt gegen die hauptsächlichen ameri- 
kanischen Stationen^ vom Nordpol gesehen^ ungefähr unter rechtem 
Winkel. Das gesamte Beobachtungsmaterial wird in Potsdam von 
Th. Albrecht verarbeitet und fortlaufend von dem Centralbureau der 
internationalen Erdmessuug veröffentlicht. Dem letzten Berichte*) ent- 
nehmen wir die Figur 104, welche die Beobachtungsergebnisse von 
1890 bis 1900 zusammenfafst. 



^^us^^i 




Fig. 108. 



Diese Figur stellt den Weg des Poles in dem genannten Zeit- 
räume dar u. zw. ist der Deutlichkeit der Zeichnung wegen der den 



*) Berlin 1900. Frühere Mitteilungen in den Yerhandlongen der genannten 
Eommission auf der Konferenz in Lausanne 1896. Vgl. auch für die Jahre nach 
1900 Astron. Nachr. Nr. 8808 

43* 



676 



yni. Abschnitt B. Geophjaikalische Anwendungen. 



ersten fünf Jahren entsprechende Weg punktiert^ der den letzten f&nf 
Jahren entsprechende ausgezeichnet Die eingeschriebenen Zahlen be- 
deuten die Daten (Jahre und Jahreszehntel) ^ auf welche die Beobach- 
tungen samtlicher Stationen reduziert wurden. Der mittlere Fehler der 
einzelnen Koordinate des instantanen Poles wird zu 0^03" angegeben. 
Dieser yerhältnismäfsig kleine mittlere Fehler wird aber nur dadurch 
erzielt^ dafs zur Ableitung jeder Koordinate eine grofse Zahl von 
Einzelbeobachtungen herangezogen wurde, die selbst einen viel gröfseren 
mittleren Fehler haben. Der Ursprung des benutzten Koordinaten- 
systems entspricht der mittleren Lage des instantanen Poles oder wie 
wir auch sagen können , dem geometrischen Pol. 

Bewegung des Nördpoles der Erdaxe. 
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Vergleichen wir nun diese Figur mit. der vorangehenden Theorie 
der Polschwankungen. 
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Da fallt zunächst ins Auge^ dafs die Polbahn keinem einfachen 
mathematischen Gesetze mit Genauigkeit genügt^ dafs sie einen scheinbar 
zufalligen Charakter hat und vielfach gestört ist. Es sind bei der yor- 
liegenden Frage offenbar nicht mehr die einfachen Verhältnisse der 
Himmelsmechanik mafsgebend^ sondern wir befinden uns hier bereits 
auf dem verschlungenen Gebiete der Geophysik. Nach der abstrakten 
Theorie des vorigen Paragraphen soUte die Bahnkurve ein Kreis sein; 
davon ist in Wirklichkeit nicht die Bede; nur zu Beginn des Beobach- 
tungszeitraumes wird die Ereisgestalt einigermafsen approximiert. In 
der That werden wir bald eine Reihe unberechenbarer Störungen kennen 
lernen^ welche die Polbewegung beeinflussen und von ihrer theore- 
tischen Gesetzmäfsigkeit entfernen. 

Dagegen ist zu betonen, dafs der Sinn der PcJbewegtmg durchweg 
mit dem von der Theorie geforderten Sinne der Erdumdrehung über- 
einstimmty wenn wir eine vorübergehende Unregelmäfsigkeit ausnehmen, 
die von 95,0 bis 95,6 reicht. Hier hat entweder eine jener später zu 
besprechenden temporaren Störungen stattgefunden, in einem solchen 
Grade, dafs durch dieselbe der Polweg in der Figur über den Koordi- 
natenursprung hinübergezogen ist, oder aber die Schleife als solche ist 
auf Beobachtungsfehler zurückzuführen, was ebenfalls keineswegs ausge- 
schlossen ifsbf da schon eine Korrektion der Koordinaten um etwa den 
angegebenen mittleren Fehler genügt, um die ganze Unregelmäfsigkeit 
fortzuschaffen. 

Was nun die Amplitude der Pölschwankwngj d. h. den Radius- 
vektor der Polbahn betrifft, so betragt dieselbe in Gradmafs im 
Maximum etwa ^/^\ im Mittel vielleicht Yg", Die in den Formeln des 
vorigen Paragraphen unbestimmt gebliebene Gröfse a würde hiemach 
im Mittel etwa gleich y^'" zu setzen sein. Auf der Erdoberfläche er- 
giebt sich hieraus als mittlere Entfernung e des geometrischen und 
des instantanen Poles etwa: 

e^ax Erdradius - jg^rl^Teö y • "^ 10^ = circa 4 m . 

In den Jahren 1890 bis 1895 hat diese mittlere Entfernung durch- 
schnittlich abgenommen, von 1895 bis 1898 hat sie zugenommen, 
von da ab ist sie kleüA geworden, ist aber jetzt (1902) bereits wieder 
in's Zunehmen übergePuigen, wie aus der unsere Figur ergänzenden 
Publikation in den Astron. Nachr. hervorgeht (vgL die vorige Anm.). 
Das Hauptinteresse konzentriert sich indessen auf die Frage nach der 
Periode der Pölbewegung. Hier zeigt sich eine zumichst überraschende 
Abweichung von der Theorie, die um so bemerkenswerter ist, als sie 
durchaus gesetzmäfsig zu sein scheint. Während nämlich die Theorie 
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eine Periode von ungefähr 10 Monaten verlangt^ ergiebt die Prüfdng 
von Figur 104 eine Periode von etwa 14 Monaten. Wir verfidiren, 
um dies einzusehen^ ziemlich roh^ aber fOr unsere Zwecke hinreichend 
genau wie folgt: Wir denken uns zunächst die offenbar unregelmäisige 
Schlinge von 95,0 bis 95,6 nach unten hin auseinandergezogen , so dafs 
sie mit den anliegenden Eurvenstücken einen dem Uhrzeigersinne ent- 
gegengesetzten Umlauf des Eoordinatenanfanges gleich den übrigen 
Umläufen ergiebt und zählen darauf von 90,0 bis etwa 99,4 die Anzahl 
der Umläufe ab. Es sind dies gerade 8 Umläufe, welche vom Pole 
in 9,4 Jahren zurückgelegt sind. Mithin beträgt die Dauer eines Um- 
laufes oder die Periode der Polschwankung 

^ . 12 = 14,1 Monate. 

Während wir also die Eulersche zehnmonaüiche Periode vorzufinden er- 
warteten, werden wir durch die Beobachtungen auf eine wesenäich längere 
Periode hingewiesen. 

Das Verdienst, die hier hervorgetretene längere Periode ent- 
deckt zu haben, gebührt dem amerikanischen Astronomen Ghandler. 
Ghandler prüfte in den schon zitierten umfangreichen Arbeiten rein 
rechnerisch ohne theoretische Voreingenommenheit das gesamte Be- 
obachtungsmaterial der Breitenschwankungen von 1840 bis 1891 und 
wurde dabei auf eine Periode von 427 Tagen = ca. 14 Monaten ge- 
führt, eine Periode, welche seitdem im Gegensatz zur Eulerschen die 
Chandlersche heifst. 

Ohne zunächst auf die theoretische Erklärung dieser Periode ein- 
zugehen, wünschen wir uns durch bloüse Diskussion der in Fig. 104 
niedergelegten Beobachtungen ein Bild davon zu verschaffen, wieweit 
die Polschwankungen durch die Annahme einer 14 -monatlichen Periode 
dargestellt werden können. Wir werden dabei nicht das äuTserst müh- 
same und gründliche rechnerische Verfahren von Ghandler benutzen, 
sondern ein naheliegendes graphisches Verfahren. 

Es sei w = X + iy der Vektor vom Eoordinatenursprung nach 
dem augenblicklichen Orte des instantanen Poles. Würde die Bewegung 
des Poles vollständig durch eine Periode t^ (z. B. = 14 Monate) er- 
schöpft, so könnten wir einfach schreiben M 

« , < • . '^ 

, . %tti— -ini — 

(1) w >= ae *^ + a e *» ; 

wäre die Bewegung überdies eine reine Ereisbewegung, so würde von 
den beiden Eonstanten a und a die eine (sagen wir a) verschwinden; 
gleichzeitig würde dann die andere a durch ihren absoluten Betrag 
den Badius des Ereises bestimmen, auf dem die Bewegung stattfindet. 
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Wir können aber sogleich^ den Fall einer allgemeinen elliptischen Pol- 
schwingung in Betracht ziehend, a sowohl wie a als im allgemeinen 
nicht verschwindende komplexe Gröfsen voraussetzen. 

Die Kompliziertheit der Figur 104 zeigt immittelbar, dafs diese 
Darstellung durch eine Periode nicht ausreicht. Wir machen daher 
den allgemeineren Ansatz 

(2) iv-=-ae *i + ae ^^ +he *« + 6 e *» + •••, 

indem wir versuchen, die wirklich beobachtete Bewegung durch Über- 
lagerung zweier (oder mehrerer) Schwingungsbewegungen darzustellen. 
Es ist sehr leicht, den Bestandteil von der bereits bekannten 14-monat- 
lichen Periode aus der Polbewegung zu eliminieren. Wir bilden zu 
dem Zwecke nach Gl. (2) 

2/r.i±^ 2/r.l ini*±^ -ini\ 

Wt^^^ — Wf = b{e *» — e ^) + b(e *• — e *«) H 

= 6(6 ^-l)e ^^+V(e *»-l)e *.+••• 

ini— , -2/r» — 

wo c und c ebenso wie vorher b und 6' unbekannte komplexe Kon- 
stante bedeuten. Wenn also in der Polbewegung aufser t^ noch 
eine weitere Periode t^ steckt, so mufs sich diese in der von der 
hauptsächlichen Periode t^ befreiten Differenz Wf^^^— w^ gerade so aus- 
prägen, wie die Periode t^ in. w selbst. 

Am einfachsten bestimmt man die Differenz w^^^^ — w^ durch 
die folgende graphische KonstruMion*) an der Polbahn Fig. 104. Es ist 
Ti = 14 Monate = 1,17 Jahre. Man vergleiche also z. B. den Ort des Poles 
für den Zeitpunkt 90,0 mit demjenigen für den Zeitpunkt 91,17. Die 
Verbindungslinie beider Orte giebt uns nach Grofse, Richtung und Sinn 
den Vektor tOt+t^ ^ ^t ^ ^"^ ^^A ^s ist also nur nötig, diese 
Strecke etwa durch Parallelenlineale aus Fig. 104 in eine neue Figur 
(105 a) zu übertragen. Wir erhalten so einen vom Koordinatenursprung 
dieser neuen Figur auslaufenden Vektor, von dem nur der Endpunkt 
markiert und durch die Zahl 90,0 bezeichnet ist. In gleicher Weise 

*) Dieses graphische Verfahren dürfte neu und f5r manche ähnlichen Fälle 
nützlich sein. Vgl. auch, was die analytischen Regeln zur AufQndung n ver- 
steckter Periodizitäten'* angeht, den Bericht von H. Burkhardt: Entwickelnngen 
nach oscillierenden Funktionen. Jahresbericht der deutschen Mathematiker -Ver- 
einigung, Bd. 10 (1901), pag. 812 — 382. Neuerdings hat A. Schuster eine all- 
gemeine Methode (Konstruktion eines sog. „Periodographen'O angegeben, durch 
welche die Frage entscheidend gefördert werden dürfte. Vgl. Nature, Bd. 66 
(1902), pag. 614 — 618. 
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verfahren wir mit den beiden Orten 90,1 und 91,27 in Fig. 104 und 
erhalten dadurch in Fig. 105 a einen Punkt, der der Differenz to^^^^ — Wf 
f[ir ^»90,1 entspricht und mit 1 bezeichnet ist. So fortfahrend leiten 
wir aus der Polbahn in Fig. 104 eine neue Polbahn ab, die von dem 
Hauptgliede der Bewegung befreit ist. Diese abgeleitete Polbahn wird, 
wie man sieht, noch viel verschlungener und unregelmäfsiger als die 
ursprüngliche. Es mubte daher, sollte die Figur nicht zu undeutlich 
werden, die abgeleitete Polbahn in zwei Stücke getrennt werden: 
Fig. 105a giebt den Zeitraum von 90,0 bis 94,0, Fig. 105b den Zeit- 
raum von 94,0 bis 98,0 wieder. Im (Ganzen sind somit bei der ab- 
geleiteten Polbahn die Orte zwischen 90,0 und 99,17 verwandt worden. 



*0.2 



0,0 



-0,% 




WOyZ 



Der Deutlichkeit wegen wurde in beiden Figuren die Hälfte der ab- 
geleiteten Polbahn punktiert, die andere Hälfte ausgezogen. 

Zunächst lehrt der Anblick der abgeleiteten Polbahnen, dafs ihre 
Abmessungen kleiner sind, wie die der ursprünglichen Figur. Während 
die Ausschläge in Fig. 104 bis nahezu an 0'',30 heranreichen, über- 
schreiten die Ausschläge in den Fig. 105 nur an wenigen Stellen 0", 15. 
Dies Resultat ist keineswegs selbstverständlich, da sich ja bei der 
Differenzbildung zwischen tOf^^^ und w^ die öröfse der Ausschl^e 
ebensogut vermehren wie vermindern konnte. 
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Wir sdHiefsen hierauSy dafs in der That eine Periode von 14 Mo- 
naten in den Pölschtoanhmgen a/usgeprägt ist und dafs etwa die Hälfte 
der im Ganeen beobachteten Schwankungen o/uf eine Bewegung von dieser 
Periode jsurückjsuführen ist. 

Weiter aber schliefsen wir aus der schon erwähnten gröfseren 
Yerschlnngenheit der neuen Figuren, dafs die Umstände^ welche den 
nach Äbeug der Id-nionaÜichen Periode verbleibenden Besfbetrag der 
Pcischwahkungen bedingen, weniger gesetjsmäfsig und einfach sind, wie 
diejenigen, wdche den Charakter und die Periode der Sauptbewegung 
bestimmen. Betrachtet man insbesondere z. B. den Zeitraum von 96,5 
bis 97,5 in Fig. 105 b, so wird man den Eindruck gewinnen, ab ob 




das Zickzack dieses Bahnstückes regellos verlauft, und wird den Ver- 
dacht hegen, dafs es möglicherweise ganz auf Beobachtungsfehler 
zurückzuführen ist. Es kommt hinzu, dafs der mittlere Fehler der 
abgeleiteten Polbahn bei unserer Konstruktion noch etwas grofser aus- 
fallt, wie der der ursprünglichen Bahn (0",03), dafs also bei der ab- 
geleiteten Polbahn die Lage der Punkte nur etwa auf 0",05 be- 
stimmt ist. 

Indessen lälst sich eine gewisse Gesetzmäfsigkeit auch bei der 
abgeleiteten Polbahn nicht verkennen. Es fallt auf, dafs in beiden 
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Figuren 105 die mit gleichen Zahlen bezeichneten Punkte in der Regel 
ziemlich dicht bei einander liegen. So befinden sich z. B. die vollen 
Jahreszahlen sämtlich in dem linken oberen Quadranten der Figuren 
oder in unmittelbarer Nähe desselben. Um dies noch deutlicher zu 
machen^ könnte man sich in der Fig. 105 die verschiedenen Polygone 
der Jahreszehntel eintragen^ indem man die mit gleichen Zififem 1^ 2^ . . . 
bezeichneten Orte des Poles in den verschiedenen Jahren geradlinig ver- 
bindet. Alle diese Polygone würden verhältnismäfsig klein ausfallen. 
Nach Ablauf eines Jahres kommt also der ^abgeleitete^' Pol im Grofsen 
und Gkmzen in seine frühere Lage zurück. In der abgeleiteten Polbahn 
scheint sich hiemach die Periode eines vollen Jahres amisuprägen. 

Versuchen wir ebenso wie oben bei der 14-monatlichen Periode 
durch Abzahlung der Umläufe das Vorhandensein der jährlichen Periode 
wahrscheinlich zu machen^ so müssen wir in erhöhtem Mafse von der 
schon dort angewandten Willkür Gebrauch machen, einzelne Schleifen 
über den Eoordinatenursprung herüberzuziehen, um dadurch die Kurve 
abzuglätten. Betrachten wir z. B. den ausgezogenen Teil beider Figuren 
von 92,0 bis 96,0, der die verhältnismäfsig deutlichsten Elongationen 
aufweist. Wir denken uns den Zug von 92,0 bis 92,4 nach links 
hin über den Mittelpunkt der Figur herübergezogen. Dieser Zug er- 
giebt dann zusammen mit dem Stücke 92,4 bis 92,8 einen ersten 
Umlauf des Koordinatenursprungs; einen zweiten ziemlich regehnäfsigen 
Umlauf haben wir in der Bahn von 92,8 bis 93,8. Indem wir auf 
die andere Figur übergehen, denken wir uns die Schlinge von 94,0 
bis 94,5 nach unten links herabgezogen; alsdann können wir bis 94,9 
einen dritten Umlauf zählen. Einen vierten vollen Umlauf liefert die 
die Zeit von 94,9 bis 96,0. Im ganzen haben wir also, wenn wir 
die vorgenommenen willkürlichen Verschiebungen der Bahn gelten 
lassen, in vier Jahren gerade vier Umläufe, also eine jährliche Perio- 
dizität der abgeleiteten Bahn. 

Dieses Ergebnis ist ebenfalls bereits von Ghandler auf Grund 
seiner rechnerischen Reduktion der Beobachtungen ausgesprochen worden. 
Auf ähnlicher Grundlage hat später van de Sande Bakhuyzen*) 
den jährlichen Bestandteil der Polbewegung formelmäfsig darzustellen 
gesucht. Er findet dabei nach Abzug der 14-monatlichen Polschwankung 
als mittlere jährliche Polbahn eine Ellipse, deren grofse Axe gleich 0'',104 
ist und gegen den 19*®° Meridian östlich von Greenwich gerichtet ist 
und deren kleine Axe 0",044 beträgt. Dieselbe wird, wie auch aus den 



*) Akademie von Wetenschappen, AmBterdam, Angast 1900. 
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Figuren 105 zu ersehen ist^ in der Richtung von Westen nach Osten 
durchlaufen; den 19**^ Meridian passiert der Pol Anfang Oktober. 

Es liegt nahe^ unser Verfahren zu wiederholen und aus den 
Figuren 105 durch Elimination der jährlichen Periode eine neue Figur 
abzuleiten. Bedeutet also jetzt w den in Fig. 105 dargestellten Vektor 
und Tj die Periode eines Jahres, so bilden wir uns auf graphischem 
Wege wie oben Wf^^ — w^ und tragen das Resultat in einer neuen 
Figur ein. Es wurden dabei nur die ausgezogenen Teile der Figuren 
105 (von 92,0 bis 96,0) der weiteren Behandlung zu Grunde gelegt, 
so dafs die neu entstehende Figur 106 von den Marken 92,0 bis 96,0 
reicht, wobei wieder die Hälfte der Figur (von 92,0 bis 93,5) aus- 
gezogen, die andere Hälfte (von 93,5 bis 95,0) punktiert wurde. 
Wäre eine weitere Periode aufser t^ und t^ in der Polbewegung ent- 
halten, so müfste diese in unserer 

Fig. 106 zur Anschauung kommen. -^« f^ \ ro, ? 

Es scheint aber nicht, dafs dem 
so ist; vielmehr macht Fig, 106 
den Eindruck, ais ob es sich hier 
vm einzelne Störungen handelt, 
die entsprechende einmalige Vor- 
stöfse der Bahn bedingen, und 
die von einem Zu/rückweichen in 
die Bukdage gefolgt sind. Einen 
solchen Vorstofs haben wir in 
der Figur bei 92,1, einen zweiten 
bei 93,2 u. s. w. Wie der Ver- 
gleich der Figuren 105 und 106 
zeigt, ist eine wesentliche Ver- 
kleinerung der Dimensionen durch 
unser zweites Verfahren nicht 
mehr eingetreten. Die Realität 
der 12-monatlichen Periode wird 
also durch die Gröfse unserer 
Figuren nicht in dem Sinne ver- 
deutlicht, wie vorher die Realität 

der 14- monatlichen Periode. Wir müssen daraus scMiefsen, dafs die 
Störungen, welche in Fig. 106 zur Anschauung kommen, etwa von der- 
selben Gröfsenordnwng sind, wie die Einflüsse, welche den vorausgesetzten 
jahrlichen Umlauf des Poles bedingen. Jedenfalls bleibt in der Pol- 
bewegung ein erheblicher Restbetrag übrig, welcher weder durch 
eine 14-monatliche noch durch eine 12-monatliche Schwankung er- 
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klärt wird. Von der 10 -monatlichen Eulerschen Schwankung ist 
überhaupt nichts zn bemerken. 

Es ist nicht unmöglich^ dafe die hier auf graphischem Wege ge- 
zogenen Schlüsse teilweise voreilig sind und dafs sie beim Bekannt- 
werden weiterer Beobachtungen über Polschwankungen zu modifizieren 
sein werden. Namentlich mufs die letzte Figur wegen der bei der Wieder- 
holung unseres graphischen Verfahrens sich häufenden Unsicherheiten 
als ziemlich problematisch gelten. Auch liegt in unserem Ableitungs- 
verfahren eine gewisse Willkür, insofern als wir nicht notwendig die 
Vektoren Wf und w^^^ zu vergleichen brauchten, sondern ebensogut 
die Differenz zwischen w^^^^ oder w^^^ . . . und w^ hätten nehmen 
können. Die abgeleiteten Figuren würden dann andere geworden sein. 
Indessen stimmen imsere Ergebnisse mit den rechnerischen Resultaten 
von Ghandler u. A. überein; jedenfalls scheint unser Verfahren für 
die hier beabsichtigte mehr orientierende wie abschliefsende Diskussion 
bei der heutigen Genauigkeit der fraglichen Beobachtungen auszu- 
reichen. Bei eiuer abschlielsenden Beurteilung des Gegenstandes werden 
namentlich auch Wahrscheinlichkeitsuntersuchungen darüber, ob eine 
aufgefundene Periodizität als wirklich oder zufallig anzusehen ist, im 
Sinne von A. Schuster (vgL die Anm. auf pag. 679) herangezogen 
werden müssen. 

Was insbesondere das Hauptergebnis dieser Betrachtungen, die 
14 -monatliche Ghandlersche Periode betrifft, so scheint diese auch 
noch eine gewisse Stütze durch die Erscheinungen der Ebbe und Flut 
zu finden. Es ist klar, daXs eine ümlagerung der Rotationsaxe wegen 
der veränderten Centrifugalverhältnisse der Erde die Bewegung der 
Oceane beeinflussen mufs und dafs eine periodische ümlagerung der 
Rotationsaxe eine Schwankung des mittleren Meeresniveaus von der- 
selben Periode zur Folge haben müfste, vorausgesetzt, dafs der Einfluls 
auf letztere genügend stark ist. Die Herren van de Sande Bak- 
huyzen*) und Christie**) glauben diese Voraussetzung bejahen und 
in den holländischen bez. amerikanischen Flutbeobachtungen eine 14- 
monatliche Variabilität von einigen cm. nachweisen zu können. 

ZusammenfMsend schliefsen wir also aus den mitgeteilten Beobach- 
tungen namentlich zweierlei: erstens dafs Polschwankungen zweifellos 
konstatiert sind, dafs also der Erdpol nicht mehr als „der ruhende 
Pol in der Erscheinungen Fluchf^ angesehen werden kann, zweitens, 
dafs die Polschwankungen nicht diejenige einfache Gesetzmälsigkeit 



•) Astronom. Nachr. Nr. 8261. 
•^ Bulletin of the PhiL Soc. of Washington 1896, vol. XU, p. 108. 
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und namentlich nicht diejenige Periode haben , die wir nach den 
Erörtemngen des vorigen Paragraphen erwartet haben würden. 

§ 7. Die BrkLftrang der Ohandlersolien viersehmnonatliolien Periode 
und die Elastizität der Erde. 

Bekanntlich darf die alte Streitfrage, ob das Erdinnere feuerflüssig 
oder fest sei; heutzutage als in dem Sinne entschieden gelten, dafs 
sich das Erdinnere, im, grofsen und ganzen genommen, wie ein fester 
Körper verhält. Man wird dabei, damit es sich nicht um einen blo&en 
Streit um Worte handelt, die Benennungen flüssig und fest zu defi- 
nieren haben und wird sagen: flüssig soll ein Mittel heiisen, in dessen 
Innerem unter gegebenen Umständen relative Verschiebungen der Teile 
in merklichem Mafse vorkommen können, fest ein Mittel, in dem 
solche Verschiebungen unmöglich sind. Man kann es dahingestellt 
sein lassen, ob im letzteren Falle die Verschiebbarkeit der Teile durch 
eine Art elastischen Zusammenhaltes, (durch Festigkeit im gewöhn- 
lichen Sinne), oder durch einen besonders hohen Grad von Viscosität 
hervorgerufen wird: auch eine Flüssigkeit von hinreichender Viscosität 
(z. B. Asphalt) verhält sich gegen äulsere Einwirkungen von nicht zu 
langer Dauer merklich wie ein fester Körper und zeigt keine be- 
deutenden Verschiebungen ihrer Teile gegeneinander. Wir können im 
Anschluls an eine in der englischen Litteratur gebräuchliche Aus- 
drucksweise von effektiver Festigkeit sprechen, um damit ein Verhalten 
zu bezeichnen, welches unter gegebenen Umständen dem eines festen 
Körpers von bestimmtem Elastizitätsgrade analog ist. 

Dagegen soll mit der Angabe, das Erdinnere sei fest, nichts über 
seinen sonstigen physikalischen Zustand ausgesagt werden. Dieser dürfte 
bei den auJberordentlichen Temperaturen und Drucken, die im Innern der 
Erde herrschen, von allem abweichen, was wir sonst von flüssiger oder 
fester Konstitution wissen. Schon in Laboratoriumsversuchen lassen sich 
gewisse kritische Zusfönde schaffen, bei denen die Aggregatzustände 
stetig ineinander übergehen; der Zustand des Erdinneren liegt aber 
weit jenseits jener kritischen Grenzen. Der richtige Standpunkt wird 
offenbar der sein, den Zustand des Erdinneren nicht nach gewagten 
Analogien und Extrapolationen aus Laboratoriumsversuchen voraus- 
zusagen, sondern aus dem ihatsächlichen Verhalten der Erde, wie es 
sich z. B. bei den Polschwankungen zeigt, auf den durchschnittlichen 
oder effektiven Zustand zurückzuschliefsen. 

Auch soll mit der Berechnung eines bestimmten Elastizitätsmoduls 
nicht behauptet werden, dals die Erde durch und durch die Beschaffen- 
heit eines Körpers von der betr. Elastizität habe. Vielmehr kann man 
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als die heutzutage wahrscheinlichste und herrschende Ansicht diejenige 
bezeichnen^ wonach die Erde inhomogen konstituiert ist^ nämlich aus 
einem dichteren und festeren Kern (Eisenkern) und einer weniger dichten 
und nachgiebigeren Schale (Gesteinsmantel) besteht , welche beide durch 
eine nicht sehr ausgedehnte Schicht eines zähflüssigen Magmas von 
einander getrennt werden (ygL die unten zu nennende Theorie von 
E. Wiechert). Auch die Möglichkeit einer solchen Inhomogenität 
wünschen wir durch das Wort „effektive" Elastizität oder Festigkeit 
einzuschließen. Der zu berechnende Elastizitätsmodul bedeutet alsdann 
den Wert desselben für einen homogenen elastischen Körper^ welcher 
sich hinsichtlich der hier in Fn^e kommenden elastischen Wirkungen 
ebenso verhält wie die wahrscheinlich inhomogene Erde. 

Wir beabsichtigen nicht; auf die Diskussionen über das Erdinnere 
näher einzugehen^ sondern heben nur einige Punkte aus der historischen 
Entwickelung hervor*). Im Interesse der Theorie des Vulkanismus 
haben die Geologen seit altersher für das feuerflüssige Erdinnere 
plaidiert. Der erste, der sich mit wissenschaftlichen Gründen dagegen 
ausgesprochen hat, scheint Hopkins**) gewesen zu sein. Hopkins 
untersuchte die Präcession und Nutation, die eine mit Flüssigkeit ge- 
füllte Eugelschale zeigen würde, und fand, dafs eine solche sich er- 
heblich anders als die Erde verhalten würde. Die späteren und tiefer 
gehenden Untersuchungen Lord Kelvins***) ei^ben, dafs die Beweis- 
führung von Hopkins mangelhaft war und dafs auch seine Resultate 
in wesentlichen Punkten zu berichtigen sind. Indem Kelvin statt der 
Kugelschale eine abgeplattete ellipsoidische Schale betrachtet, zeigt er, 
dafs sich bei völlig starrer SchcUe in den schnelleren Nutationen (der 
halbjährigen und namentlich der halbmonatlichen vgL pag. 651), nicht 
aber in der Präcession und in der IS^s -jährigen Nutation eine Differenz 
zwischen Beobachtung und Rechnung ergeben würdef ), daCs dagegen bei 



*) Wegen näherer Angaben vgl. die Darstellung in Kap. 15 des vorzüglichen 
populär -wissenschaftlichen Werkes von G. H. Darwin, The Tides, London 1898, 
deutsche Ausgabe von A. Pockels, Leipzig 1902, oder die jüngst erschienene 
Kosmische Physik von Sw. Arrhenius, Leipzig 190S. 

**) Besearches in physical geology, Philosophical Transactions London R. 
Soc. 1839, 1840, 1842. 

***) Mathematical and Physical Papers, Bd. 3, art 45 vgl. insbesondere §§ 21—38, 
zusammengefafst in Populär Lectures, Bd. 8, pag. 288. 

t) Hiermit hängt eine Bemerkung Lord Kelvins zusammen, die wir an 
Modellen der Göttinger mathematischen Sammlung bestätigt haben: Ein Kreisel, 
dessen Schwungmasse durch ein mit Flüssigkeit gefülltes abgeplattetes Rotations- 
ellipsoid ersetzt ist, verhält sich, in Umdrehung um seine Axe versetzt, auf 
horizontaler Unterlage stabil und führt seine Präcessionsbewegung aus, ähnlich 
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einer einigermafsen nachgiebigen Schale alle jene Erscheinungen so ver- 
laufen konnten^ wie es der Wirkliclikeit entspricht. Die astronomischen 
Thatsachen widerlegen also nur die Annahme: flüssiges Erdinnere in 
starrer Schale^ eine Annahme, die ja auch aus physikalischen Gründen 
unhaltbar ist; da wir kein Material kennen , das als dünne Schale aus- 
gebildet YöUig unnachgiebig wäre. Andrerseits aber wird die Annahme: 
flüssiges Erdinnere in nachgiebiger Schale , durch die Erscheinungen 
der Ebbe und Flut widerlegt. Eine dünne Erdkruste von der elasti- 
schen Nachgiebigkeit der uns bekannten Materialien würde nämlich 
dem deformierenden Einflufs der Gezeitenkrafbe fast ebenso willig folgen 
wie das Wasser der Meere. Dann aber gäbe es unter dem Einflufs 
jener Kräfte keine relative Bewegung des Wassers gegen das Land, 
sondern nur ein gemeinsames Auf- und Abwogen der Meere und Konti- 
nente , das sich der unmittelbaren Wahrnehmung entziehen würde. 
Somit bleibt nur die Annahme einer im Durchschnitt effektiv-festen 
Erde übrig (fest im Sinne der vorausgeschickten Erklärung). Mit 
dieser Annahme ist das Vorhandensein peripherischer Hohlräume, die 
mit einer Art Flüssigkeitsmagma ausgefüllt sind, oder auch das Vor- 
handensein einer ringsum ausgebildeten flüssigen Schicht durchaus ver- 
träglich, falls dieselben nur im Verhältnis zu dem effektiv-festen Erd- 
kerne und der festen Erdkruste wenig ausgedehnt sind, wodurch nicht nur 
den Bedürfnissen der geologischen Theorien, sondern namentlich auch 
den wichtigen Ergebnissen der Pendelbeobachtungen Rechnung getragen 
werden kann. (Vgl. auch hierzu die Wiechertsche Theorie des Erdinnem.) 
Dafs die Erde zugleich effektiv starr sei, soll damit nicht behauptet 
werden. Schon Lord Kelvin*) hat versucht, den Grad der elastischen 
Nachgiebigkeit des Erdkörpers auf Grund der thatsächlichen Höhe der 
Fluten abzuschätzen. Während, wie wir soeben sagten, bei einer in der 
Hauptsache flüssigen, also völlig nachgiebigen Erde die Fluthöhe sich auf 
Null reduzieren müfste, wird bei jedem endlichen Grade von elastischer 
Nachgiebigkeit die Fluthöhe einen gewissen Bruchteil derjenigen Höhe 
betn^en, die sich auf einer völlig starren Erde ausbilden müfste. 

wie ein Kreisel ans festem Stoflf; (über den Verlauf der kürzeren Nutationen geben 
die Beobachtungen an unserem Modell keinen deutlichen Anfsühlofs). Dagegen 
erweist sich ein Kreisel, dessen Schwungmasse ans einem mit Flüssigkeit gefüllten 
verlängerten Ellipsoid besteht, unter denselben Verhältnissen als gänzlich labil. 
Da die Erde ein abgeplattetes BotationseUipsoid ist, so versteht man, dafs sie in 
ihren Präcessionsbewegnngen von denen eines durchaus festen Körpers auch dann 
nicht wesentlich abweichen würde, wenn sie mit Flüssigkeit gefallt wäre, voraus- 
gesetzt, daCs die Erdkruste, so wie wir es ohne merklichen Fehler von unserem 
Modell voraussetzen dürfen, absolut starr wäre. 

•) Thomson und Tait, Natural Philosophy 11, art. 848. 
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Kelvin schätzt von hier aus die Nachgiebigkeit der Erde kleiner als 
diejenige des Glases und etwa gleich derjenigen des Stahles. Einen 
sehr viel schärferen Anhalt für eine derartige Schätzung werden wir 
im Folgenden kennen lernen^ wo wir uns zur Erklärung der Ghandler- 
schen Periode wenden. 

Es ist das Verdienst von S. Newcomb*)^ erkannt zu haben^ daüs 
die Periode der freien Nutationen mit dem Grade der Nachgiebigkeit 
des Erdkörpers zusammenhängt. Die Eulersche Periode von 10 Monaten 
entspricht der Annahme völliger Starrheit; zu jedem endlichen Elasti- 
zitätsgrade dagegen berechnet sich eine davon verschiedene und zwar 
längere Periode. Umgekehrt läfst sich der Ghandlerschen Periode ein 
bestimmter Elastizitätsgrad zuordnen^ bei welcher die Periode der freien 
Nutationen gerade die beobachtete Dauer von 14 Monaten annehmen 
würde. 

In der Litteratur sind diese Verhältnisse am gründlichsten in einer 
Arbeit von S. S. Hough**) untersucht, der von den elastischen Diffe- 
rentialgleichungen eines rotierenden Sphäroids ausgeht. Wir werden 
die Resultate von Hough auf sehr viel einfacherem Wege gewinnen, 
indem wir an einen Satz aus Kap. VU, § 8 (pag. 607) anknüpfen. 
Dort wurde bereits die Dauer der freien Nutation oder, was dasselbe 
bedeutet, die Periode der kräftefi^ien Präcession für einen deformir- 
baren sphäroidischen Kreisel berechnet, unter der Annahme, daCs lediglich 
die elastischen Widerstände den durch die Centrifiigalwirkung der Um- 
drehung verursachten Formänderungen entgegenwirken. Diese An- 
nahme trifft bei einem Körper von den Dimensionen der Erde nicht 
zu, weil hier auch die gegenseitigen Gravitationswirkungen der Teilchen 
wesentlich zu berücksichtigen sind. 

Wir müssen daher Einiges über diese Gravitationswirkungen und 
über die Art, wie sie sich mit der Wirkung der elastischen Krafte 
zusammensetzen, vorausschicken. Wir ordnen die folgenden Erörte- 
rungen in eine Reihe von Einzelproblemen. 

Erstes Problem. Eine homogene, incompressible Flüssigkeits- 
masse steht unter dem EinfluTs der gegenseitigen Gravitation ihrer Teile 
und würde im Ruhezustande eine Kugel vom Radius B bilden; sie wird 
in Rotation um eine feste Axe versetzt; die Winkelgeschwindigkeit 



*) On the dynamics of the Earth's rotation with respeet to the periodic 
yariations of Latitade. Monthly Notices Astr. Soc. London (1892), Bd. 62, pag. 836 
und Bemarks on Mr. Chandlers Law of Variation of Teirestrial Latitade. Astro- 
nomical Journal Bd. 11, 12, 19. 

**) On the Rotation of an elastic Spheroid, Philos. Transactions R. Soc. 
London (1896) Bd. 187, pag. S19. 
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sei o. Eine mögliche Gleichgewichtsform der Flüssigkeit ist dann ein 
abgeplattetes UmdrehongsellipBoid^ welches die Rotationsaxe zur Sym- 
metrieaxe hat (Mac Laurinsches Ellipsoid). Die Elliptizität desselben 
wird, unter der Annahme, dafs dieselbe Mein ausfältt, dtArch die Formel 
gegeben 

wo g die Grayitationsbeschleunigung an der Oberfläche unserer Flüssig- 
keit bedeutet. 

Den Verhältnissen der Erde* entsprechen die folgenden in Metern 
und Sekunden ausgedrückten Zahlenwerte: 

(2) --ijrlbö' -« = ^10'. g^m, =^« = 4, ^,= ^. 

Bei der Ableitung der Gl. (1) können wir, wenn wir uns nicht 
auf die (übrigens sehr bekannten) Formeln für das Potential eines 
Ellipsoides berufen wollen, mit Vorteil an unsere frühere Vorstellung 
des „Erdringes'' anknüpfen. Ebenso wie früher die feste Erde ersetzen 
wir jetzt unsere ellipsoidische Flüssigkeit durch eine Engel (Radius 
Ry Masse M) und einen in der Äquatorebene des Ellipsoides gelegenen 
Ring (Radius i2, Masse m). Wie wir in § 1 dieses Kapitels sahen, 
wird das Gravitationspotential der Kombination Kugel + Ring in einem 
äufseren Punkte bis zu den Gliedern zweiter Ordnung einschlielalich 
gleich dem Potential irgend einer anderen Massenverteilung von den 
gleichen Hauptträgheitsmomenten. Die Trägheitsmomente unserer Flüssig- 
keitsmasse um die Rotationsaxe (jer-Axe) bez. um zwei dazu senkrechte 
Axen (y- und x-Axe) seien C, A, Ä. Unter der Elliptizität verstehen 
wir wie früher das Verhältnis*) 

C — A 
. = -_. 

Die Masse m des Ringes ist nach Gl. (1) von § 1 folgendermafsen zu 
wählen: 

/Q\ ^{C-A) 2A 4 ^ 

(3) m = ' j^, ^-^s^-Ms, 



*) Neben dieser Definition kommt in der Litteratnr die folgende vor: 

wo a die grofse, b die kleine Axe des Ellipsoides bedeutet. Man überzeugt sich 
leicht mit Rücksicht auf pag. 600, dafs für eine homogene Massenverteilnng diese 
Definition bis auf höhere Potenzen von s mit der unsrigen übereinstimmt. 
Kleln-Sommerfeld, KreiBelbewegnng. 44 
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wobei wir für Ä den Näherungswert -4 = y MR^ eingeführt haben, 
der das Trägheitsmoment einer Engel vom Radius R bedeutet. 

Ist r der Abstand eines beliebigen äufseren Punktes P vom Mittel- 
punkte der Flüssigkeitsmasse; so wird das Potential von Eugel und 
Ring in P 

die Integration erstreckt über den umfang des Ringes. Dabei be- 
deutet s ähnlich wie pag. 639 die Abkürzung 

^ Tb ' 

wo Xj y, SS die Koordinaten von P, x', y', / die eines Ringpunktes 
sind. Legen wir die o^jer-Ebene durch den Punkt P und die a;y-Ebene 
durch den Ring, und nennen 6 den Winkel zwischen OP und OX, 
so wird 

a;=rcos0, y«=0, jef=rsin0, 

rc' = Itco8 9, y'=altsin9, /^O, 
und daher 

8 =" cos 6 cos <p. 

Die Potenzentwickelung der Quadratwurzel liefert ähnlich wie pag. 639: 
und die Ausführung der Integration 

%7t 



(4) 



2«J Vl + (B/r)' — (Ä/r)» ^ \r; V* 2/^ 



Daher wird das Potential der Anziehung, wenn wir für m den Wert 
(3) eintragen: 

Wir suchen den Wert von V für die Oberfläche der Plüssigkeitsmasse, 
deren Gleichung wir schreiben dürfen: 

(5) r-B(l + a(co8«e-|)), 

(vgL Gl. (2) von pi^. 601, wo wir für den dort definierten mittleren 
Radius m den Näherungswert R nehmen). Wegen der Kleinheit von £ 
können wir 

i-l(i-.(co..e-|)) 
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schreiben. Diesen Wert tragen wir in das erste Glied des Ansdmcks 
für V ein; femer dürfen wir in den folgenden mit e behafteten und 
daher als klein zu behandelnden Gliedern des Potentials direkt r » i2 
setzen. Es ergibt sich so: 

(6) r-g(l+4.-.(l-l)(e«..9-i.) + ...). 

Die Oberfläche der rotierenden Flüssigkeit mufs eine Flache kon- 
stanten Druckes sein. Daraus folgt nach den Grundsätzen der Hydro- 
dynamik^ dafs auch die potentielle Energie der auf die Masseneinheit 
der Flüssigkeit wirkenden Eiüfte längs der Oberfläche konstant sein 
mufs. Diese Kräfte sind die Gravitation einerseits und die Gentrifugal- 
kraft andrerseits. Die potentielle Energie der letzteren ist, für die 
Masseoeinheit berechnet; in einem beliebigen Punkte des rotierenden 
EUipsoides: 

D'=i-(D«(fl;« + y*) = Y©'r«cos«e, 

also insbesondere in der Oberfläche des EUipsoides, wo näherungsweise 
r = i2 ist; mit einer kleinen formalen Abänderung: 

(7) U^ I «'^' + Y c^'B" (cos'e ~ y) • 

Damit die Summe V+U auf der Oberfläche der Flüssigkeit einen 
konstanten, d. h. von 6 unabhängigen Wert erhalt, ist es notwendig, 
dafe die Faktoren von (cos^ö — yj in (6) und (7) entgegengesetzt 
gleich sind. Dies liefert die Gleichung: 

woraus sich ergiebt: 

^'^ i fM ' 
Führen wir noch die (Jravitationsbeschleunigung g an der Oberfläche 
unserer Flüssigkeitsmasse ein, nämlich g = fMjB^ (näherungsweise), 
so erhalten wir direkt den oben angegebenen Wert «^ aus Gl. (1). 

Gl. (1) ist von Clairaut gegeben und bildet eine Grundformel in 
der Theorie von der Figur der Erde. Sie setzt voraus, dafs die Dichte 
der Flüssigkeit konstant ist und dafs die Centrifugalwirkung lediglich 
durch die Gravitation im Gleichgewicht gehalten wird. 

Bekanntlich bezeichnet man diejenigen Funktionen von 6, die in 
GL (4) als Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von Bjr bei der 
Entwickelung des reziproken Abstandes zweier Punkte auftreten, als 
KugdfunkHonen*). Eine solche Funktion und zwar eine „Kugelfanktion 

*) Genauer gesagt als Kttgdflächenfu/nkHonen. unter einer räumlichen Kugel- 
funklion versteht man jeden Ausdruck, der homogen in den rechtwinkligen Eoordi- 

44* 
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zweiter Ordnung'' ist der obige Ausdruck cos* — 2/3. Die vor- 
stehend berechnete Reihe (6) für V stellt, können wir sagen, die Ent- 
wickelung des Potentials nach Eugelfunktionen dar. Femer haben wir 
in Gl. (7) auch den Ausdruck Ton U nach Eugelfunktionen geordnet. 
In der Gleichgewichtsbedingung (8) endlich haben wir die beiden Terme 
von V und U, welche unsere Eugelfunktion zweiter Ordnung enthalten, 
mit einander verglichen und gelangten dadurch zur Berechnung der 
EUiptizität. Wir können diese Gleichgewichtsbedingung schematisch 
fo^endermaCsen schreiben, wenn wir mit U^ und F, den betr. Term 
in der Entwickelung von U und V bezeichnen, wobei wir F, für die 
EUiptizität 1 berechnen und bei der Berechnung von ZJ^, mit Rücksicht 
darauf, AsSa die Gentrifngalkraft eine störende Ursache von kleinem 
Betrage darstellt, von der EUiptizität überhaupt absehen: 

(9) bY.^Ü,, F,-|^(co8«e--|). 

Wegen näherer Ausführung der Theorie, insbesondere bei betracht- 
lichen Werten der EUiptizität, müssen wir auf die Litteratur*) verweisen. 

Zweites Problem. Eine homogene elastisch -feste Eugel vom 
Radius R und der Dichte q wird mit der Winkelgeschwindigkeit (o um 
einen ihrer Durchmesser gedreht. Sie geht dabei in ein abgeplattetes 
Umdrehungsellipsoid über, welches die Rotationsaze zur Symmetrieaxe 
hat. Das elastische Verhalten des Materials sei dadurch bestimmt, dafs 
wir den Elastizitätsmodul (JE) geben und annehmen, dafe das Material 
incompressibel sei, dafs also das Poissonsche Verhältnis von Quer- 
kontraktion zu Längsdehnung den speziellen Wert 1/2 habe. Die 
letztere Annahme vereinfacht die Rechnungen und hat auf das Resultat 
keinen erheblichen Einflufs. 

Die MUfHzität des so entstehenden EUipsoides wird dlsdcmn 

Um auch hier zunächst ein Zahlenbeispiel zu geben, welches sich 
den Verhältnissen der Erde anschliejfst, wählen wir in GGS -Einheiten 



Ol ot 21 

naten x^y^z ist und der Potentialgleichimg ^^ + ^— j + ^-j =» genügt. Ans 

einer i^nmlichen Eugelfunktion entsteht eine Kngelflächenfonktion, wenn man in 
dem Ansdruck der ersteren aj* + y' -|- «' = const. setsct. 

*) H. Lamb, Hydrodynamics, Cambridge 1896, Kap. Xu, pag. 680. W. Wien, 
Hydrodynamik, Leipzig 1900, Kap. VIII, pag. 808. Thomson und Tait, Natural 
Philosophy n, Cambridge 1896, art. 771, 798 ff. Ansführliche Litteratorangabe 
bei A. E. H. Love, Encykl. d. math. Wissensch. Bd. IV, Art. 16, Nr. 4. 
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und nehmen E gleich dem Elastizitätsmodul von Stahl^ d. h. rund 
gleich 2^ . lO» (kg Gewicht/cm^ = 2ß • 981 • 10» CGS-Einheiten. Es 
wird dann 

^^^) E ""l84' ^«""466* 

Bei der Ableitung der Gl. (10) müssen wir auf die Ghrundlagen 
der Elastizitätstheorie zurückgehen. 

Sind Uy V, w die Yerrückungen eines Punktes im Innern der 
Kugel nach den Eoordinatenazen^ welche letztere ebenso wie unter 1) 
gewählt werden, so gilt zunächst wegen der vorausgesetzten Incom- 
pressibilitat: du ^dv ^dv> . 

(12) äi + äi^ + ä? " "• 

Die elastischen Differentialgleichungen nehmen fflr ein incompressibles, 
durch Gentrifugalwirknngen beanspruchtes Material die Form an: 



(13) 



iE. , dp , at/, n 
E j. , dp , du, ^ 



A bedeutet wie üblich die Abkürzung für den zweiten Differential- 
parameter; p ist ein von Ort zu Ort wechselnder allseitiger Druck, 
welcher so zu bestimmen ist, daCs der Bedingung (12) Genüge geleistet 
wird. U^ bedeutet den oben definierten mit 6 yariabeln Teil des Po- 
tentials der Gentrifngalkraft (s. Gl. (7)): 

(70 i7, = 4a,V(co8»e--|) = !^\a;»+y»-2A 

Wie man sieht ist U^ (vgl. die Anm. zu pag. 691) eine raumliche 
Kugelfunktion zweiter Ordnung. Von dem in (7) zu U^ hinzutretenden 
Tenne y «o*^ sehen wir im Folgenden ab, da dieser nur die (Jröfse, 
nicht die Gestalt der Kugel abändern kann und bei einem incom- 
pressibeln Material überhaupt ohne Einflufs ist 

Die Differentialgleichungen (12) und (13) sind noch zu ergänzen 
durch die Bedingungen dafür, dafs die Kugelfläche eine kräfte&eie 
Oberfläche ist. Sie besagen^ dafs die auf jedes Oberflächenelement 
wirkenden Spannungen nach allen drei Koordinatenrichtungen ver- 
schwinden müssen. In den Yerrückungen u, v, w geschrieben lautet 
die Bedingung für die o;- Richtung: 

, E /du , dw\ f X ^ 
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da für die Engel cos (n, x) : cos (w, y) : cos (n, ^) = a: : y : ^er, können wir 
hierfür schreiben: 

/i A\ du , du , du , du . dv . dto Bp 

Die auf die y- und jer- Richtung bezüglichen Bedingungen folgen aus 
(14) durch cyklische Yertauschung von (xytf)y (uvw). 

Wir behaupten nun^ dals den Gleichungen (12) bis (14) bei ge- 
eigneter Wahl der Eonstanten a, ß, y durch den folgenden Ansatz 
genügt wird: 



(15) 






welcher somit die yollsiÄndige Lösung des gestellten Problems enthalt. 

Bei dem folgenden Beweise werden wir des öfteren von den 

nachstehenden Regeln Gebrauch zu machen haben ^ welche unmittelbar 

aus der Definition der Eugelfunktionen und ihrer Homogenitat folgen: 

Wir tragen den Ansatz (15) zunächst in die Gleichung (12) ein 
und erhalten: 

li + l| + f7-(4/»+14y)£r, = 0; 
hiemach ist 

(16) /J — \y 

ZU wählen. Indem wir auf die erste der Gleichungen (13) übergehen; 
berechnen wir nach (15) und (16): 

Es mufs also nach (13) sein: 

entsprechend ergiebt sich 

Wir schlielBen hieraus, indem wir von der Hinzufügung einer Inte- 
grationskonstanten absehen: 
(17) i,-(7£y-9)Di. 
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SchliefjBlicli haben wir die Oberflächenbedinguiig (14) zu betrachten. 
Wir bilden zunächst ans (15) 

du . du . du ^^f , Qä «^^1 , O ^^^, , ß TT 

du . dV . dtO dU^ , o9^^9 t AO TT lO S^^«il? TT 

Gl. (14) verlangt also mit Bücksicht auf (17): 

Wir tragen für ß den Wert aus (16) ein und schreiben, indem wir 
die auf die y- und jcr-Richtung bezüglichen Gleichungen hinzufügen: 

(2«-8yr*)|| + (l9y-5)x?7,-0, 
(2a-8yr0^^ + (l9y-^)yü.=.O, 

Wird nunmehr der Ausdruck (7^) für IZj eingeführt, so werden die 
beiden ersten Gleichungen nach Forthebung je eines gemeinsamen 
Faktors unter sich identisch. Unser Gleichungstripel reduziert sich 
daher auf das folgende Gleichungspaar: 

2(2a-8yr^ + (l9y-^)(:c* + y»-2xr«)-0, 
-4(2a-8yr^ + (l9y-^)(^ + y»-2^«)-0, 

welches in allen Punkten der Eugeloberfläche r » ü erfüllt sein soll. 
Es ist dieses nur möglich, wenn 

(18) 2a~8yl?-0, 19y--^-0. 

Durch diese Gleichungen zusammen mit Gl. (16) sind die erforderlichen 
Werte unserer Koeffizienten a, /), y bestimmt; sie lauten: 

(19) y=i9"¥' P IslS^ "" 19^^' 

Gleichzeitig ist durch diese Bestimmung der Beweis für die Bichtigkeit 
des Ansatzes (15) erbracht. 

Es ist nun leicht, die Elliptizitat des durch die Deformation ent- 
stehenden EUipsoides zu berechnen. Wir bilden zu dem Zwecke den 
Ausdruck für die radiale Yerrückung eines Punktes an der Oberfläche 
der Engel, nämlich 

SB == '^(ux + vy + wss). 
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Nach (15) wird: 

also wegen (19): 

(20) dE-g^iJD,. 

Andrerseits wird diese selbe Verrückung, wenn wir sie aus der Ellipsoid- 
gleichung (5) bereclmen: 

(21) *B = r - JJ = iJf (cos^e - y) . 

Durch Vergleich von (20) und (21) folgt, wenn wir den Oberflächen- 
wert von ZJj aus Gl. (7') entnehmen, in der That der in (10) an- 
gegebene Wert e = £2 • 

Wir wollen noch das Resultat der Vergleichung von (20) und (21) 
in der fönenden Form darstellen, die uns demnächst von Nutzen 
sein wird: 

(22) sW,^U„ F,-i?f (co8»e-|). 

W^ bedeutet eine Eugelflächenfanktion, durch welche das elastische 
Verhalten unserer Kugel charakterisiert wird. GL (22) kann ähnlich 
wie Gl. (9) ab Gleichgewichtsbedingung angesprochen werden, da sie 
uns angiebt, bei welcher Abplattung die Gentrifagalkräfte durch die 
elastischen Kräfte an der Oberfläche gerade aufgehoben werden. 

Die vorstehenden Resultate sind unter allgemeineren Voraus- 
setzungen von Lord Kelvin*) abgeleitet worden. Lord Kelvin be- 
trachtet statt eines incompressibeln einen hdidngen elastischen Körper 
und statt der besonderen Kugelfunktion U^ eine Störungsfanktion U^ 
von der Ordnung n; auch berücksichtigt er die bei der Erde nach- 
weisbare Zunahme der Dichte nach dem Erdmittelpunkte hin^ Durch 
Voranstellen der einfachsten Annahmen gelang es uns, die Kelvinschen 
Rechnungen bedeutend zu kürzen. 

Drittes Problem, Wir betrachten abermals eine Kugel aus elastisch- 
festem Material, die in der Umdrehung o begriffen ist, berücksichtigen 
aber aufser dem elastischen den von der gegenseitigen Gravitation ihrer 
Teile herrührenden Widerstand gegen Formänderungen. Bei gleichem 
elastischen Verhalten wie im vorhergehenden Falle muijs die EUiptizität 
jetzt kleiner ausfallen, weil der Widerstand gegen die Abänderung der 
Kugelgestalt vergröfsert ist. Wir behaupten, dafs sich ntmmehr die 
EUiptizität aus der Formel berechnet**): 

*) Thomson und Tait, Natural Philosophy, Part IT, namentlich art. 884. 
Sir W. Thomson, Mathem. and Phys. Papers, Vol. IE, art. 46. Vgl. auch A. £. H. L ▼ e , 
Elasticity, Cambridge 1892, Ghap. X. 

**) Thomson und Tait, Natural Philosophy, art. 840. 
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(23) 1»1 + JL 

wo fj und «, durch GL (1) und (10) bestimmt sind. 

Der Beweis ist in den Gl. (9) und (22) enthalten. Wenn allein 
die Gravitation oder allein die Elastizität den Gentrifagalkraften ent- 
gegenwirkt, fisuiden wir: 

(24) «iF, = U^ bez. a^W^ = U^. 

Wenn beide Widerstände zusammen das Gleichgewicht gegenüber den 
Gentrifagalkräften herstellen , lautet die Gleichgewichtsbedingung, unter 
£, die nunmehrige EUiptizitat verstanden: 

Dividieren wir diese Gleichung durch b^TJ^ und drücken wir die 
Verhältnisse V^/U^, ^«/Oj ^^^ (24) durch s^ und «, aus, so ergiebt 
sich genau die zu beweisende Gleichung (23). 

Für eine Yersuchskugel von mäfsigen Dimensionen ist e^ aufser- 
ordentlich grofs gegen s^. Aus (1) und (10) ergiebt sich nämlich 

iL ^ ^^ -^ . 
*, ™ 6 gBg' 

Die Gröfse g, welche die auf der Oberfläche unserer Versuchskugel 
statthabende, durch deren Gravitation bewirkte Fallbeschleunigung be- 
deutet, ist um so viel kleiner als die Fallbeschleunigung auf der Erde, 
wie der Radius der Eugel kleiner ist als der Erdradius, (gleiche mittlere 
Dichte von Eugel und Erde vorausgesetzt). Aus dieser Kleinheit von 
g sowie aus der Gröfse von E folgt, dafs «, gegen s^, also 1/s^ gegen 
l/f, vernachlässigt werden kann. Gl. (23) besagt in diesem Falle 
£3 = £2, d. h. unter Laboratoriumsverhältnissen könnte man bei der 
fraglichen centrifagalen Deformation von dem Einflufs der Gravitation 
kurzweg absehen. Mit Vergrölserung der Dimensionen der Eugel nimmt 
aber s^/b^ quadratisch ab-, bei einer Eugel von der Gröfse der Erde 
und der Elastizität des Stahles ist dementsprechend l/fi = 231 gegen 
1/b^ ^ 465 nicht mehr zu vernachlässigen. Die EUiptizitat einer 
solchen Eugel wäre daher nach (23) zu berechnen und würde rund 
1/700 betragen, also wesentlich kleiner sein, wie wenn die Elastizität 
allein der Gentrifogalwirkung entgegenarbeiten würde. 

Man mufs aber nicht glauben, daljs die beobachtbare EUipti- 
zitat der Erde in dem hier erörterten Sinne durch die gemeinsame 
Wirkung von Gh^vitation und Elastizität bestimmt würde, so dals 
ihre Berechnung unter Zugrundelegung eines geeigneten Elastizitäts- 
grades E nach der Formel (23) zu erfolgen hätte. Wir müssen uns 
vielmehr vorsteUen, daft die Erde einst, so wie die Sonne jetzt, in 
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feurig- flüssigem Zustande war. In diesem Zustande konnte nur die 
Gravitation der Gentrifugalwirkung das Gleicbgei^icht halten. Die 
EUiptizität mufste also s^ » bci^B/4g betragen. Bei allmählicher 
Abkühlung der Erdmasse trat alsdann Erstarrung ein und zwar nach der 
Schilderung, die Lord Kelvin von diesem Vorgange entwirft, durch 
einen verhältnismäfsig raschen Prozefs. Die EUiptizität der nunmehr 
festen Erdform stimmte dabei, darf man annehmen, im Wesentlichen 
mit der der früheren Flüssigkeitsform überein. In dieser Form ist die 
Erde, bei gleichbleibender Rotation d), spannungsfrei. Die Erde be- 
findet sich in dieser abgeplatteten Form in ihrem natürlichen Zustande; 
elastische Kräfte treten nur auf, sofern durch Abänderung der Rotations- 
verhältnisse oder durch anderweitige Kräfte eine Abänderung dieser 
ursprünglichen Form angestrebt wird, wobei die elastischen Kräfte in 
dem Sinne wirken werden, dals sie jene spannungsfreie Form wieder- 
herzustellen suchen. 

Es folgt hieraus, dais man aus der heut^tage beobachtbaren 
EUiptizität über die elastischen Eigenschaften des Erdkörpers un- 
mittelbar nichts entnehmen kann. Die Sache Uegt hier anders wie 
bei der oben erwähnten Yersuchskugel, deren natürUcher Zustand bei 
nicht vorhandener Rotation die Kugelform sein soUte, bei der also 
elastische Widerstände auftreten, wenn durch die Gentrifugalwirkung 
diese Kugelform abgeändert wird. Infolgedessen wird sich in der 
Gestalt der rotierenden Yersuchskugel der Einflufs der elastischen 
Kräfte und zwar bei mäCsigen Dimensionen, wie wir sahen, in vor- 
herrschender Weise ausprägen; dagegen legt die thatsächUche Gestalt 
der Erde bei normaler Rotationsgeschwindigkeit (o nur von der Gra- 
vitationswirkung Zeugnis ab. 

Viertes Problem. Indem wir uns den bei der Erde vorUegen- 
den Verhältnissen um einen weiteren Schritt nahem, gehen wir jetzt 
von einem in der Umdrehung oi begrifTenen abgeplatteten EUipsoid von 
der EUiptizität s^ aus, welches aus gravitierendem, elastischen Material 
besteht und sich in dieser Form und Bewegung im spannungsfreien 
Gleichgewicht befindet. Wir fragen, welche EUiptiziföt b es annehmen 
würde, wenn die BotoHon aufhört. Diese EUiptizität wird jedenfalls 
kleiner sein als a^; dabei wird die Gravitation die Verkleinerung der 
EUiptizität begünstigen, die Elastizität ihr widerstehen. 

Wir hehawpteUj dafs sich die gesuchte ElUptintät s mitteis der 
früher (Gl. (1) und (9)) berechneten EUiptieitäten b^ und «, fdgender- 
mafsen ausdrückt: 



(25) 



«1 + «f 
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Daneben merken wir noch den unterschied der Elliptizitäten in dem 
spannungsfreien Zustande bei der Rotation a und dem Zustande nach 
Aufhören der Rotation an. Dieser Unterschied heifse s'] er beträgt 
nach (25) 

(26) a'=fi-£ = -^. 

Den Beweis f&hren wir auf doppelte Art: 

a) In dem natürlichen Zustande des EUipsoides (Rotation (D; Ellipti- 
zität e^) herrscht Gleichgewicht zwischen Centrifugalkräften und Gravi- 
tation. Nach (9) gilt daher für diesen Zustand: 

In dem deformierten Zustande (Rotation 0, Elliptizität s) haben wir 
dagegen Gleichgewicht zwischen Gravitation und Elastizität Da die 
elastischen Strafte nach dem spannungsfreien Zustande (Elliptizität e^) 
hinstreben, ist die elastische Wirkung jetzt zu messen durch den 
Unterschied s' der Elliptizitäten und wird gegeben durch «'TT,. Das 
Gleichgewicht zwischen Gh^yitation und Elastizität erfordert 

«Fj, = sW^ oder eV^ = (e^ -e)W^, 

Wir dividieren diese Gleichung durch U^ und setzen nach (9) und (22) 
Fj/tT^ = l/fi, WJU^ = l/^j. Dann ergiebt sich 

was mit Gl. (25) übereinstimmt. 

Indem wir direkt an die oben gefundene Losxmg unseres dritten 
Problems anknüpfen , können wir auch folgendermafsen schliefsen: 

b) In dem spannungsfreien Zustande b^ des rotierenden Ellipsoids 
denken wir uns die Centrifugalkräfbe gegen die Gravitationswirkungen 
gestrichen. Um zu dem rotationslosen Zustand s überzugehen^ haben 
wir die Gentrifngalkräfte im umgekehrten Sinne (also centripetal), 
sowie den Unterschied der Gravitationskräfte gegen jenen früheren 
Zustand im umgekehrten Sinne (oder centrifugal) an unserem EUipsoide 
anzubringen. In dem gleichen (centrifugalen) Sinne wirken die elasti- 
schen Kräfte^ die ja den Zustand b^ herzustellen streben. Mithin 
wirken bei dem Übergange von dem Zustande b^ zum Zustande b, d. h. 
bei der Elliptizitätsänderung b\ die elastischen Kräfte und die Unter- 
schiede der Gravitationskräfte zusammengenommen den dem Sinne 
nach umgekehrten Centrifugalkräften entgegen. Die so entstehende 
Änderung b' der Elliptizität kann daher unmittelbar nach Gl. (23) 
berechnet werden; wir erhalten: 
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(28) T-T + i-, 



«1 



i *=t 



was mit (26) übereinstimmt. — 

Nach Erledigung dieser vier vorbereitenden Probleme gehen wir 
nun auf den eigentlichen G^enstand dieses §, die Erklärung der 
Chandlerschen Periode, ein. Dabei erinnern wir uns der Resultate aus 
Kap. Vn, § 8; betreflfend die Nutationsperiode*) eines Kreisels von 
deformierbarem Material und nahezu kugelförmiger Gestalt. Wir sahen 
pag. 607^ dafs diese sich aus der ^^ursprünglichen^^ EUiptizitat s, die 
der Kreisel im Ruhezustande bei der Rotation Null haben würde, und 
nicht aus derjenigen EUiptizitat berechnet, die das in Rotation begriffene 
Spharoid aufweist und die wir E = « + «' nannten. Die Formel lautete 
(vgl. GL (12) von pag. 607): 

^^Qv Nutationsperiode 1 

^ '' ümdrehnngsdaner s 

Im Falle der Erde ist die Umdrehungsdauer gleich einem Tage, s be- 
deutet diejenige EUiptizitat, die die Erde bei der Rotation NuU an- 
nehmen würde, ist also nach Gl. (25) zu berechnen. Die EUiptizitat 
E des rotierenden Kreisels ist im FaUe der Erde mit s^ zu identi- 
fizieren; die Differenz beider EUiptizitäten wurde im Vorstehenden 
sowohl wie früher mit s' bezeichnet. Dabei besteht der Unterschied, 
dalis wir uns früher diese zusätzliche EUiptizitat s' aUein durch die 
elastischen Eigenschaften des Kreisels bedingt dachten, während sie 
bei der Erde im Sinne der Gleichung (28) aus den elastischen und 
Gravitationswirkungen zusammen hervorgeht. Die Anwendbarkeit unserer 
früheren Überlegungen wird dadurch nicht beeinträchtigt; denn es 
wurde bei jenen lediglich das Vorhandensein einer Deformation über- 
haupt, nicht die Umstände, unter denen dieselbe zustande kam, in 
Rechnung gesetzt. Ebensowenig macht es für die mechanische Be- 
trachtung etwas aus, dafs wir früher den Ejreisel im rotationslosen 
Zustande € als spannungsfrei, im Zustande s + s' dagegen als elastisch 
t)eansprucht ansahen, während umgekehrt die Erde im Zustande 
€i^B + s' spannungsfrei ist und in dem daraus abgeleiteten, gedachten, 
rotationslosen Zustand s von elastischen Spannungen ergriffen ist, in 
solchem Mause, dafs sie vieUeicht unter dem Einfluls dieser Spannungen 
zerbersten würde. Denn es kann uns für die Bestimmung der Be- 
wegung eines Körpers gleichgültig sein, ob an dem Körper ein Kraft- 
system hinzugefögt oder forlgenommen wird, vorausgesetzt, dafs sich 
dasselbe am Körper das Gleichgewicht hält. 

*) Wegen der Benennung (freie Nutation = kräftefreie Präcession) vgl. den 
Anfang von § 8, p. 699 nnten. 
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Nach Gleichimg (29) und (25) wird nun die Periode der freien 
Nutation der Erde, in Tagen ausgedrückt^ gleich 

(30) ^ = 1(1 + ^). 

Wäre das Material der Erde absolut starr (ihr Elastizitätsmodul un- 
endlich grofs^ also 6^ ^ ^)f ^^ wäre die Nutationsperiode aus der 
Elliptizität der rotierenden Erde zu berechnen und gleich 1/s^. Ist 
aber die Erde elastisch nachgiebig (Elastizitätsmodul endlich^ a^ > 0), 
so kommt es auf die Elliptizität der rotationslos gedachten Erde an 
und es tritt zu l/f^ ein Zusatzglied hinzu. Die elastische Nachgiebigkeii 
der Erde verlängert also die Periode der freien Nutation, und zwar in dem 
Verhältnis 1 + ^%/h - ^- ^^g^^ ^^ beispielsweise der Erde den Elasti- 
zitätsmodul des Stahles bei^ so ergiebt sich für dieses Yergröfserungs- 
yerluUtnis: 

i + iS-iA 

Setzen wir die Nutationsperiode der absolut starren Erde (Eulersche 
Periode) gleich 10 Monaten, so folgt als Nutationsperiode einer Erde 
von der Elastizität des Stahles die Zeitdauer von 15 Monaten. Da 
andererseits die Beobachtung eine Nutationsperiode von 14 Monaten 
(Chandlersche Periode), also gegenüber der Eulerschen ein Vergröfserungs- 
verhältnis Yon 1,4 ergeben hat, so schliefsen wir, dafs für das Material 
der Erde 

l + f -1,4 

gelte. Hieraus können wir den effektiven Elastizitätsgrad der Erde 
entnehmen. Es ergiebt sich 

Nach GL (10) ist die Grofse e, dem Elastizitätsmodul des betr. 
Materials umgekehrt proportional und nach Gl. (11) gilt für Stahl 
£2 = 1/465. Mithin berechnet sich der Elastizitätsmodul der Erde 
gleich dem 578/465-fachen, d. h. gleich dem 1,24-fachen des Elasti- 
zitätsmoduls von StahL Wir brauchen also der Erde nur einen sehr 
geringen Grad von elastischer NachgidngJceit jmmschreiben, um die Ver- 
längerung der Eulerschen in die Chandlersche Periode auf diesem Wege 
ssu erJclären: Die Erde mufs ihrem durchschnittlichen elastischen Ver- 
halten nach noch etwas weniger nachgiebig sein als StaM, oder einen 
noch etwas höheren Elastizitätsmodul besitzen wie dieser. 

Bei dieser Schlulsweise bedarf noch ein Punkt der Erläutenmg. 
Der angegebene Wert (30) für die Nutationsdauer der Erdaxe ergiebt 
unter der Annahme der Starrheit (^2 = 0) die Periode 1/^1 = 231 Tage. 
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Diese Periode ist von der Eulerschen verschieden und betragt noch 
nicht 8 Monate. Der Grund dieser Verschiedenheit liegt natürlich 
darin, dafe die wirkliche Elliptiziföt der Erde von derjenigen ver- 
schieden ist, die wir unter der Annahme homogener Massenverteilung 
auf hydrodynamischem Wege berechnet haben. Im Vorstehenden haben 
wir uns offenbar eine gewisse Inkonsequenz zu Schulden kommen lassen, 
indem wir das Vergröfserungs Verhältnis 1 + s^/s^ aus der theoretischen 
Formel (30) bestimmten, dagegen die Nutationsperiode bei starrem 
Verhalten der Erde gleich der Eulerschen Periode setzten, welche 
mittelbar aus den astronomischen Beobachkmgen über die Präcession der 
Erde entnommen wird. Diese Inkonsequenz lälst sich nachtriLglich 
folgendermafsen rechtfertigen. 

Der theoretische Wert a^« 1/231 nimmt auf die Ungleichformigkeit 
der Massenverteilung im Innern der Erde keine Rücksicht und stellt 
nur eine obere Grerufe für die EUiptizität der Erde dar, deren mittlere 
Dichte erfahrungsgemafs viel gröfser ist als ihre Oberflachendichte. 
Thatsächlich ist denn auch die wirkliche EUiptizität der Erde (1/304 
nach den astronomischen Beobachtungen, vgl. pag. 663) oder die wirk- 
liche Abplattung (1/298 nach den geodätischen Messungen) kleiner als 
der für homogene Massenverteilung berechnete Wert 1/231. Auch ist 
es klar, dafs bei inhomogener Massenverteilung der Begriff der EUipti- 
zität selbst insofern unbestimmt wird, als die beiden pag. 689 genannten 
Definitionen alsdann zu verschiedenen Zahlenwerten führen müssen. 
Die eine im Text gegebene Definition konnten wir als Mc^ssen-EUipti^ 
zitäty die andere in der Anmerkung gegebene zum Unterschiede davon ab 
ÄbplaUtmg oder als Oherflächen-EUiptieität bezeichnen. Zahlreiche Unter- 
suchungen von Radau, Gallandreau, Poincar^ und älteren Forschem 
beschäftigen sich mit der Frage, wie das (als stetig vorausgesetzte) Gesetz 
der Dichtigkeitszunahme nach dem Erdinnem beschaffen sein mufs, damit 
es mit der erfahrungsmäfsigen Massen- und OberflächeneUiptizität, sowie 
mit der erjEsJirungsmäfsigen mittleren Erddichte verträgUch wird. Wir ver- 
weisen dieserhalb auf die zusammenfassende DarsteUung von Tisserand''^), 
dessen Bericht indessen hinzuzufügen ist, dafs neuerdings E.Wiechert**) 
die sämtUchen einschlägigen astronomischen, geodätischen und phjsikar 
Uschen Daten zu einer bemerkenswerten Theorie des Erdinneren zu- 



*) Tisserand, M^caniqne Celeste, t. 2, cliap. XIY, insbesondere art 110—112. 
**) E. Wiechert, Die Massenverteilung im Innern der Erde, Göttinger 
Nachrichten 1897, pag. 221. Vgl. anch G. H. Darwin, Monthly Notices of the 
B. Astr. Soc. London. Yol. 60 (1899) Nr. 2. Die Ergebnisse von Wiechert und 
Darwin werden verglichen von F. R. Helmert, Sitzungsberichte der Akademie 
d. Wiss. Berlin 1901, p. 328. 
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sammengeafbeitet hat; auf welche bereits wiederholt Bezug genommen 
wurde. In dieser Theorie wird die Erddichte als sprungweise yenlnderlich 
angesetzt; die Erde nämlich als aus einem dichteren Metallkem imd einem 
weniger dichten Gesteinsmantel bestehend angenommen^ welche von 
einander durch eine zähflüssige Zwischenschicht getrennt werden. 
Die Grölsen- und Massenverhaltnisse von Kern und Mantel lassen sich 
dabei so bestimmen; dafs sowohl die Massen- wie die Oberflächen- 
elliptizität richtig herauskommen und dals die Oberfläche des Mantels 
genau und die Oberfläche des Eemes nahezu dem spannungsfreien hydro- 
dynamischen Gleichgewicht entspricht. Wir erwähnen diese Arbeiten 
hier; um begreiflich zu machen ; dais durch geeignete Annahmen Qber 
die Massenyerteilung der theoretische Grenzwert 1/231 thatsächlich 
in den beobachteten Wert der Massenelliptizität 1/304 sowie in den 
beobachteten Wert der Abplattung übergeführt werden kanU; AsSb sich also 
insbesondere die Massenelliptizität wegen der Inhomogenität der Erde im 
Verhältnis 231/304 verkleinert. In dem umgekehrten Verhältnis mufs sich 
dann die der starren Konstitution entsprechende NutationsperiodC; die ja 
der Massenelliptizität umgekehrt proportional war; vergröfsem und es liegt 
nahe anzunehmen; dafs sich in eben diesem Verhältnis auch die der wirk- 
lichen elastischen Konstitution entsprechende Nutationsperiode gegen- 
über demjenigen Wert, den sie bei homogener Massenverteilung theo- 
retisch haben würde, vergroISsert. Diese Annahme lag unserer obigen 
Erklärung der Chandlerschen Periode stillschweigend zu Grunde, bei 
der wir nicht von der für homogene Massenverteilung gültigen Nuta- 
tionsperiode 1/^1 =»231, sondern von der wegen der Inhomogenität 
gröiseren Eulerschen Periode von 304 Tagen ausgingen, die wir als- 
dann wegen der Elastizität der Erde mit dem aus den theoretischen 
Werten von e^ und «, berechneten Vergröfserungsverhältnis l + s^/h 
multiplizierten. Auch in der oben zitierten Arbeit von Hough 
wird mangels anderweitiger sicherer Unterlagen die gleiche Annahme 
gemacht. 

Dabei soll nicht geleugnet werden, dais unsere Resultate sich 
ursprünglich auf ein homogenes Ellipsoid bezogen und dais ihre 
Übertragung auf die inhomogene Erde notwendig mit einiger Un- 
sicherheit verbunden ist. 

Diese Unsicherheit betrififfc aber nur die quantitativen Angaben, 
nicht die qualitativen. Es ist wohl möglich, dafs man bei Berück- 
sichtigung der inhomogenen Dichtigkeitsverteilung im Erdinnem für 
den durchschnittlichen Elastizitätsmodul der Erde einen etwas anderen 
Zahlenwert finden möchte, als den oben angegebenen. Dagegen bleibt 
das allgemeine Resultat, dafs die Periode der freien Nutation durch 
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die Elastizität der Erde verlängert wird und dafs f&r einen gewissen 
Grad der Nachgiebigkeit die Eulersche in die Chandlersche Periode 
übergeht; bei einem beliebigen Gtesetz der Massenverteilung nnd bei 
beliebiger Struktur des Erdinneren zuversichtlich bestehen. 

Zum yoUen Verständnis der Polschwankungen (oder genauer ge- 
sagty des 14 -monatlichen Bestandteils derselben) wird es beitragen^ 
wenn wir schlieüslich noch die im vorigen Kapitel ^ § 8, gegebene all- 
gemeine Schilderung der Bewegung eines deformierbaren Kreisels auf 
die Verhältnisse der Erde übertragen. 

Bei normaler Lage der Rotationsaxe, wo dieselbe mit der polaren 
Hauptträgheitsaxe zusammenTäUt^ rotiert die Erde gleichförmig um 
diese Axe mit der Abplattung 1/298. Der Unterschied des äquatorialen 
und des polaren Erdradius beträgt dabei R/298, wo R den mittleren 
Erdradius bedeutet^ oder rund 21 km. Jetzt werde die Rotationsaxe 
durch irgend welche Umstände abgelenkt Die EUiptizität der Erde 
bleibt dabei dieselbe (vgl. pag. 603), nicht aber die Lage der Haupt- 
trägheitsaxen (vgL Fig. 90 auf pag. 602). Die Erdmasse weicht näm- 
lich bei festgehaltener Form des Erdellipsoides nach der Seite der 
abgelenkten Rotationsaxe hin aus. Dabei stellt sie sich aber nicht 
symmetrisch um die Rotationsaxe selbst ein, sondern um eine Axe, 
die augenblickliche Hauptträgheitsaxe, die zwischen der ursprünglichen 
Hauptträgheitsaxe und der augenblicklichen Rotationsaxe liegt. Und 
zwar teilt diese Axe den Winkel (S in Fig. 90) zwischen der ursprüng- 
lichen Haupttragheitsaxe und der augenblicklichen Rotationsaxe nach 
Gl. (6) von pag. 603 im Verhältnis «7(«+«'). Da s'^Si — s war, 
kann das genannte Verhältnis auch geschrieben werden: 1 — s/s^. Nun 
bestimmte 1/e die Dauer der Ghandlerschen, 1/«^ die der Eulerschen 
Periode. Mithin wird 

-- = 77 und 1 = -s- • 

fii 14 8i 7 

Ist e die Ablenkung des augenblicklichen Rotationspoles auf der Erd- 
oberfläche, so ist die Ablenkung des ai:^enblicklichen Trägheitspoles 
26/7. Aus den Beobachtungen entnahmen wir pag. 677, dab e im 
Mittel 4 m beträgt; die Ablenkung des Hauptträgheitspoles wird daher 
nur 1,1 m. Würde der augenblickliche Rotationspol einfach einen 
Kreis vom Radius 4 m in 14 Monaten um den ursprünglichen Haupt- 
trl^heitspol, den geometrischen Pol, beschreiben, so müTste der augen- 
blickliche Trägheitspol in derselben Zeit und im gleichen Umlaufssinne 
einen Ereis vom Radius 1,1 m um denselben Mittelpunkt durchlaufen. 
Die Verrückung, die ein Punkt der Erdoberfläche hierbei erfährt, 
und die zum Teil in einer Hebung zum Teil in einer Senkung bestehen 
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wird, ist äufserst gering. Wir können sie ans GL (3) nnd (5) von pag. 601 
nnd 602 nnmittelbar entnehmen. In Gl. (3) bedeutet r denjenigen 
Abstand, den ein Punkt auf der Oberflache des Sphäroides vom Mittel- 
punkte desselben bei der normalen Umdrehung cd um die ursprüngliche 
Hauptträgheitsaxe hat; GL (5) giebt denselben Abstand bei abgelenkter 
Botationsaxe. Die Differenz beider stellt die Verrückung des Punktes 
infolge der Deformation des Sphäroides dar; sie betragt, wenn wir 
den früher mit m bezeichneten Radius durch den mittleren Erdradius 
ersetzen und die Winkelablenkung d als kleine Ghrofse behandeln: 

(3) - (5) = 2J«'(cos«e - cos'O + Ä)) - Bsdsm2e. 
In Fig. 90, pag. 602 wird diese Gröfse durch die Dicke desjenigen Streifens 
dargestellt, welchen die ümrifseUipse in der deformierten, um ^ verdrehten 
Lage von der ursprünglichen Umriüsellipse abschneidet. Die gröfste 
Verrückung findet nach Fig. 90 und der vorangehenden Formel für 
6=^45^ statt, wo sin26 = l wird. Für diese Breite können wir, 
indem wir noch Rd^ die auf der Erdoberfläche gemessene Ablenkung 
des Botationspols, mit e bezeichnen, die Verrückung darstellen durch 

Da e nur 4 m betrug, so wird die gröfste Verrückung eines Punktes 
an der Erdoberfläche kleiner als 4 mm. 

Mit der Kleinheit dieser Verrückung hängt auch die Geringfügig- 
keit der Lotschwankung zusammen, die durch die Deformation der Erde 
hervorgerufen wird. Wir bestimmen einerseits nach GL (3), andrer- 
seits nach GL (5) von pag. 601 und 602 den Winkel, welchen die Nor- 
male an das ErdeUipsoid mit der Verbindungslinie des fraglichen Ortes 
nach dem Mittelpunkte der Erdfigur hin bildet. Dieser Winkel ist (bei 
Vertauschung von Winkel und Tangente): 

l_dr 
r de 
und wird in erster Näherung 

nach (3) . . . -(« + «') sin 26, 

nach (5) - « sin2e — fi'sin2(e-f *). 

Der unterschied beider Winkel, welcher gleich der Richtungsänderung 
der Lotlinie ist, ergiebt sich daher zu 

s\am2(ß + S) — sin 26) = 26 S cos 26. 

Die gröfste Lotschwankung findet hiernach in Übereinstimmung mit 
Fig. 90 für 6 = und ä/2, d. h. an den Polen und am Äquator statt 
und beträgt 

± 2s'd. 

Klein-Sommerfeld, Kreiielbewegimg. 45 
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Da soeben £'< 10'*^ gefanden wurde, so wird die grofste Lotschwanknng 
kleiner als der 500** Teil der Ablenkung der Botationsaxe. Da letztere 
nach Fig. 104 von pag. 676 kleiner als 0",3 war, so wird die Lot- 
ablenknng jedenfalls kleiner als 0",0006, eine Oröfse, die der Beobach- 
tung unter keinen Umstanden zo^Lnglich sein dürfte. — 

Endlich möge noch auf den Einfluls hingewiesen werden, den 
das Wasser der Ozeane auf die Länge der Nutationsdauer möglicher- 
weise ausüben kann. Wäre die Erdoberfläche völlig mit Wasser be- 
deckt, so würde sich dieses, da es dem EinfluTs der Gentnfugalkiufte 
frei zu folgen vermag, symmetrisch rings um die augenblickliche 
BotatiouBaxe einstellen. Wir hätten dann im AnschlulB an Fig. 90 zu 
unterscheiden: die Oberfläche der Flüssigkeit, welche bei einer Ab- 
lenkung der Rotationsaze um den vollen Winkel d gegen ihre ursprüng- 
liche Lage verdreht wird, und die Oberfläche des festen Erdkernes, 
welche nur um den pag. 603 bestimmten Bruchteil von d nach der 
Seite der Botationsaxe verschoben wird. Die ausgiebigere Ablenkung 
der Flüssigkeitsoberfläche würde die Dauer der freien Nutation ihrer- 
seits verlängern; es würde daher ein Teil der Abweichung zwischen 
der Chandlerschen und der Eulerschen Periode durch das Verhalten 
der Flüssigkeitsbedeckung erklärt werden müssen und nur der Best 
auf die Elastizität der Erde kommen. Die Nachgiebigkeit der Erde 
würde sich auf diese Weise noch kleiner oder ihr durchschnittlicher 
Elastizitätsmodul noch grö&er ergeben, als er oben gefunden wurde, 
wo wir jene ganze Abweichung auf Bechnung der Elastizität der Erde 
setzten. Li Wirklichkeit wird nun aber die Erdoberfläche nicht voll- 
standig, sondern nur etwa zu % von Wasser bedeckt und die Beweg- 
lichkeit des Wassers wird in komplizierter Weise durch die Form der 
Kontinente beschränkt Deshalb dürfte es kaum thunlich sein, den 
Einflufs der Ozeane auf die Nutationsperiode der Erdaxe a priori ein- 
wandsfrei abzuschätzen. Vielmehr wird man abwarten müssen, bis ein 
reichlicheres Beobachtungsmaterial über die den Polschwankungen ent- 
sprechenden Wasserbewegungen vorliegt. Bereits auf pag. 684 wurde 
auf die Flutwellen von 14-monatlicher Periode hingewiesen; wenn die 
Existenz derselben sicher festgestellt und ihre Grölse ungeföhr be- 
stimmt ist, wird die Aufgabe entstehen, auch den EinfluGs dieser Fluten 
auf das Problem der freien Nutationen der Erdaxe anzugeben. 

§ 8. Die Polsohwankungen von jährlicher Periode. ICamentransporte 

und Flntreibung. 

Mit der Erklärung der Chandlerschen Periode ist nur eine Seite 
des Problems der Polschwankungen erledigt. Es wäre weiter zu be- 
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gründen, warum neben jener eine jahrliche Periode, die wir ans den 
Fig. 105 a nnd b von pag. 680,681 herauslasen, auftritt und warum 
auch nach Abzug der Schwankungen dieser Periode ein Restbetrag 
übrig bleibt (Fig. 106 von pag. 683) von scheinbar gesetzlosen, zufalligen 
Störungen. Überhaupt verdient die Frage alle Beachtung, weshalb die 
freien Nutationen der Erdaxe so kompliziert und teilweise regellos aus- 
fallen, während doch die erzwungenen Nutationen (vgl. § 3 dieses 
Kapitels) sich streng gültigen mathematischen Gesetzen fügen. 

Der Grund hiervon §cheint darin zu liegen, dafs die Erde im Sinne 
des vorigen § zwar effektiv festy aber nicht wirklich fest ist, dafs sich 
vielmehr ihre Teile bis zu einem gewissen Grade gegeneinander ver- 
schieben können. Insbesondere legt das Vorhandensein der jährlichen 
Periode die Annahme nahe, dafs solche Verschiebungen oder „Massen- 
transporte" durch die Sonnenwärme bedingt werden, also meteoro- 
logischen Ursprungs sein mögen. Man hat verschiedene meteoro- 
logische Einflüsse zur Erklärung der jährlichen Polschwankungen 
herangezogen, so den jährlichen Wechsel in den Schnee- und Eis- 
ablagerungen, Meeresströmungen von jährlicher Periode und dadurch 
bedingte Wassertransporte, sowie Schwankungen in dem Niveau des 
Luftmeeres. Die letzteren scheinen sich auf Grund der für den gröfsten 
Teil der Erde bekannten Isobarenkarten am ehesten quantitativ be- 
stimmen zu lassen und liefern Massenumlagerungen von überraschend 
hohem Betn^e. 

Wir entnehmen die folgenden Angaben einer Untersuchung von 
R. Spitaler*). Bekanntermafsen ist der Luftdruck im Winter im 
Mittel höher als im Sommer. Daher wird die LuftdruckdifiFerenz 
zwischen Januar und Juli auf der nördlichen Halbkugel im Mittel positiv, 
auf der südlichen negativ sein. Die Verteilung der DruckdiflFerenzen 
ist dabei natürlich keine gleichförmige, sondern wesentlich verschieden, 
je nachdem die betr. Gegend Festland oder Ozean ist, und zwar in 
dem Sinne verschieden, dab die Wasserbedeckung die Luftdruckschwan- 
kungen merklich ausgleicht. In Übereinstimmung mit dieser Überlegimg 
zeigen die Isobarenkarten, dafs sich der Drucküberschufs zwischen Januar 
und Juli auf der nördlichen Halbkugel über dem asiatischen Festlande 
konzentriert, während sich der Drucküberschuls zwischen Juli und 
Januar auf der südlichen Halbkugel inselförmig über die drei Gebiete : 
Südafrika, Südamerika, Australien gruppiert. Über die Polargegenden 
ist naturgemäijs nichts Sicheres bekannt. Hinsichtlich der Grölse der 



*) Die periodischen LuftmasBenverschiebmigen nnd ihr Einflufs auf die Lagen- 
ändemngen der Erdachse. Petermanns Mitteilungen, Ergänzungsheft Nr. 137 (1901). 

45* 
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Druckdifferenzen lehrt die Ausmessung der Isobarenkarten Folgendes: 
Es lagert auf der nördlichen Halbkugel zwischen 0® und 80^ nördlicher 
Breite im Januar ein Luftmassenüberschuls gegenüber Juli gleich 
192,5 Eubikkilometer Quecksilber; auf der südlichen Halbkugel zwischen 
0® und 50® südlicher Breite im Juli ein Massenüberschuls gegenüber 
Januar von 402,2 Eubikkilometer Quecksilber I Da ein Eubikkilometer 
Quecksilber die Masse 13,6 • 10^^ kg aufweist, so haben wir es hier 
mit Massenunterschieden zu thun, die mit der gesamten Erdmasse 
(gleich mittlerer Dichte mal AxB^/S = rund 6 • 10** kg) schon einiger- 
mafsen yergleichbar sind*). 

Hinsichtlich der durch Meeresströmungen verursachten Massen- 
transporte verweisen wir auf eine Abschätzung von J. Lamp**). 

AuTser durch meteorologische Einflüsse finden Massentransporte 
von kurzer Periode infolge von Ebbe und Flut und unperiodische 
Massenverschiebungen wenn auch von geringem Betrage durch Erd- 
beben, vulkanische Ausbrüche, Ablagerungen der Flüsse und durch 
die säkularen Hebungen und Senkungen der Erdkruste statt***). 

Wir haben uns nun zu fragen, wie solche Massentransporte die 
Bewegung der übrigen Erde beeinflussen. Wir können dabei einen 
indirekten und einen direkten Einflufs unterscheiden, einen indirekten, 
durch die veränderte Massenverteiluug vermittelten Einflufs, indem durch 
einen Massentransport die Hauptträgheitsaxen der Erde verl^ werden 
und somit die Lage der Rotationsaxe in der Erde beeinfluM wird, einen 
direkten Einflufs, insofern die Hervorbringung der Massentransporte 
einen Teil des zur Verfügung stehenden Gesamtimpulses verbraucht 
und dadurch den für die Erdrotation übrig bleibenden Impuls nach 
Gröfse und Richtung modifiziert. 

Wir geben zunächst eine allgemeine Schilderung der fraglichen 
Verhältnisse. 

Um den indirekten Einflufs eines Massentransportes zu bestimmen, 



*) Die entsprechenden Lnfbdrackdifferenzen sind keineswegs grofs. Denken 
wir uns z. B. die Gesamtmasse von 192,5 km' Quecksilber anf die Kogelzone 
zwischen 0^ und 80® nördlicher Breite gleichmäfsig verteilt, so ergiebt sich eine 
Bedeckung von nur 0,78 mm Höhe. Dem genannten Massenüberschnfs auf der 
nördlichen Engelzone entspricht daher ein im Jannar tun 0,78 mm höherer Baro- 
meterstand als im Juli. Ebenso entspricht dem Massenüberschnfs von 402,2 km' 
Quecksilber anf der genannten südlichen Engelzone ein im Jnli nm 2,08 mm 
höherer mittlerer Barometerstand ab im Jannar. 

••) tJher Niveanschwanknngen der Ozeane als eine mögliche Ursache der 
Veränderlichkeit der Polhöhe. Astron. Nachrichten 126 (1891), Nr. 3014. 

***) Näheres hierüber vgL Helmert, Die mathem. und physikalischen Theorien 
der höheren Geo<&ie, n, Eap. 6, Leipzig 1884. 
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verfahre man so: Man berechne aus der als bekannt anzusehenden 
Lage der bewegten Masse gegen den Erdkorper in jedem Momente 
die Lage der Hanptträgheitsaxen in der Erde und insbesondere die 
Lage des Trägheitspoles. Wenn letzterer vor dem Massentransport 
zufalliger Weise mit dem instantanen Rotationspol zusammenfiel; wird 
er wahrend desselben und nach demselben von diesem verschieden 
sein. Oestattet man sich, was mit grofser Annäherung zulassig ist; 
die Erde nach wie vor als symmetrischen Kreisel (mit gleichen äquato- 
rialen Trägheitsmomenten) zu behandeln; so besteht die Bewegung des 
Rotationspoles auch nach dem Masseutransport aus einer Umkreisxmg 
des Trägheitspoles. Die Periode dieser Bewegung ist — unter Voraus- 
setzung der früher berechneten ElastiziULt — die vierzehnmonatliche. 
Der Radius des Kreises hängt dabei in erster Linie von der Yer- 
rückung des Trägheitspoles; in zweiter Linie von der Geschwindigkeit 
des Massentransportes ab; er bleibt theoretisch solange erhalten; bis 
er durch neue Massentransporte abgeändert wird. 

Bei der Besprechung des direkten Einflusses der Massentransporte 
auf den Impuls wollen wir annehmen; dafs unser Massentransport durch 
innere Kräfte hervorgerufen sei; also durch KräftO; die innerhalb des 
Massensystems der Erde dem Gesetz der Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung genügen. Dann gilt unser fundamentaler Lnpulssatz von 
pag. 113 für die nichtfeste Erde ebenso unumschränkt wie für einen 
starren Korper (vgL eine Bemerkung auf pag. 111). Dieser Satz besagt; 
dafs der Gesamtimpuls des Massensystems der Erde nach Richtung und 
Grolse im Räume konstant bleibt. Der Gesamtimpuls zerlegt sich aber 
hier in den Impuls des Massentransportes und den der Erdrehung. Ist 
der erstere veränderlich; so mufs es auch der letztere sein. Mit dem 
Impuls der Erddrehung ändert sich im Allgemeinen auch die Rotations- 
axe der Erde und die Lage des instantanen Pols auf der Erde. Fiel 
dieser vor dem Massentransport mit dem geometrischen Pol zusammen; 
so wird er während desselben von ihm entfernt; bewegte er sich 
ursprünglich in einem Kreise um den geometrischen Pol; so wird der 
Radius dieses Kreises durch den Massentransport vergröfsert oder 
verkleinert. 

Wir geben nun einige analytische Ausf^lhrungen hierzu ; wobei 
wir die beiden unterschiedenen Einflüsse zunächst noch getrennt behandeln 
und den Stoff in eine Reihe von Einzelproblemen auseinanderlegen. 

Erstes Problem: Eine Masse oder der Schwerpunkt eines nicht m 
ausgedehnten Massensysteins m werde von der Stelle X^Y^Z^ der Erde 
nach der Stelle X TZ verlagert. Wie ändert sich dabei die polare Haupte 
irägheitsaxe? 
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Bei der ursprünglichen Lage von m seien die Eoordinatenaxen 
Hanpttragheitsaxen. Die Hauptträgheitsmomente heÜBen Ä, B^Ä, C] 
die Trägheitsprodukte (ygl. pag. 98) sind Null. Bei der abgeänderten 
Lage von m setzen wir die Trägheitsmomente und -Produkte um die 
Eoordinatenazen in folgender Form an: 

Ä=^Ä + a, ^ = -4+&, C^C + c, 
E^ 6, F= A G^ g. 

Die Gröfsen a,. . .^ e, . . . haben die Bedeutung 

|a = m(r»+Z»-ro»-Zo^,... 
^ ' \e^m{YZ-Y^Z,),... 

und sind im Verhältnis zu A und (7 als kleine Gröfsen zu behandeln. 
Bei der Bestimmung der abgeänderten Lage der Hauptträgheitsaxeu 
knüpfen wir nach pag. 100 an die folgende Fläche zweiten Grades an: 

(^ + a)r + (^ + &)i2> + (C+c)g»-2eiyg-2m-2(7|i2 = l. 

Die Hauptaxen derselben, welche zugleich die gesuchten Hauptträgheits- 
axen sind, werden durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 

-(/g + (^+6-A)i2-6g=0, 
-/'6-ßi? + (C+c-A)g=0. 

Hierin ist X so zu wählen, dais die drei Gleichungen miteinander ver- 
träglich werden. Ist dieses geschehen, so bestimmen die Verhältnisse 
1 : 12 : S die Lage je einer der drei Hauptaxen. Es ist für das Folgende 
bequem, die £, 17, ^ als die Richtungskosinus der fraglichen Hauptaxe 
aufzufassen, ihre absolute Gröfse also so zu wählen, dals 6^ + ly* + S* = 1 
wird. 

Wir interessieren uns speziell für die polare Hauptträgheitsaxe 
und dürfen annehmen, dafs diese nur wenig von ihrer ursprünglichen 
Richtung, der J?-Axe abweicht. (Für die äquatorialen Hauptträgheits- 
axen wäre die entsprechende Annahme unzulässig, weil ihre Lage in 
der Äquatorebene ursprünglich unbestimmt ist und daher durch einen 
kleinen Massentransport bedeutend abgeändert werden kann.) Wir 
werden also | und ri als klein yoraussetzen und g gleich 1 nehmen. 
Gröfsen wie /*£, a| sind dann zu streichen; unsere dritte Gleichung 
ergiebt daher einfach >t = + c und unsere beiden ersten Gleichungen 
werden 

(2) {A-G)i = f, {A-C)ri = e. 

Die Richtungsänderung der fraglichen Hauptaxe ist hiemach auf Gh-und 
der in (1) angegebenen Werte von f und e bekannt. Die |, ly können 
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zugleich als die durch die zugehörigen geocentrischen Winkel ge- 
messenen X und ^-Koordinaten des Tragheitspoles angesehen werden. 
Multiplizieren wir | und ij mit dem Erdradius 2J, so erhalten wir 
direkt die Verschiebung des Tragheitspoles auf der Erdoberfläche. 

um ein Zahlenbeispiel zu geben^ wollen wir annehmen^ die Masse 
m werde auf einem Meridian, den wir zur XZ- Ebene nehmen können, 
aus der Breite 6^ in die Breite 6 verschoben. Es ist dann 

e = 0, /•= ^\sin2e- sin2eo), i? = 0. 

Den Ausdruck (2) fQr | können wir so umschreiben: 

^ A-CÄ 

Die Gröfse Ä würde bei homogener Massenverteilung durch 2MR^/5 
zu berechnen sein, unter M die Masse der Erde verstanden; der wirk- 
lichen Massenverteilung entspricht aber besser der Ansatz A^MB^j^*), 
Mit Benutzung des bekannten Zahlenwertes von Ä/{C—Ä) folgt 
daraufhin 

I = - 456 J(sin2e - sin2eo). 

Um eine Ablenkung der Hauptträgheitsaxe um 1" hervorzubringen, 
ist hiemach, wenn z. B. 6© === — 45®, 6 =» -f 45® genommen wird, die 
folgende Masse erforderlich: 

"*° 180-60-^0.9ia °T^Q"'^- 

Natürlich schlägt der Pol in demselben Sinne aus wie die Massen- 
verschiebung erfolgte. 

Zweites Problem: Es finde eine Massenverschiebung statt, deren 
Impuls nach Gröfse und Lage im Erdkörper dwrdi einen et?, veränder- 
lichen Veläor l(iv für jede Zeit gegeben ist. Es wird angenommen, dafs 
die HaupUrägheitsaxen durch diese Massenverschiebung nicht abgeändert 
werden (s, unten). Welchen Einßufs hat die Massenverschiebung auf die 
Lage der Botationsaxe? 

Sehen wir von äulseren Eiräften ab und nehmen wir an, dafs der 
Massentransport lediglich durch innere Kräfte hervorgebracht wird, so 
bleibt der Oesamtimpuls im Baume konstant. Dieser hat gegen die 
bewegte Erde die Komponenten L + Xy M -{■ liy N+ v, wenn LMN 
den Impuls der Erddrehung bezeichnet. Mithin gelten nach pag. 140 
die Eulerschen Gleichungen in der folgenden Form: 



•) Vgl. Helmert 1. c. E, pag. 478. 
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dt 



dt 

d{N+v) 
dt 



Wir schreiben dafQr 



(3) 



dL 

dt 
dM 

dt 
dN_ 

dt 



r{L+X) +p{N+v), 

. rM-qN + N, 
^-rL +pN + M, 
' qL-pM+N, 



+ rfi-qv, M ^-^^ +P'^y N ^ + q»'-Pi^' 



indem wir setzen 

A ^^ 

'^--di 

Die Ghrofsen X, ^, v sind kleine Ghröijsen; wir können daher in den 
YOrstehenden Definitionsgleichungen die py q, r dnrch ihre Näherungs- 
werte ersetzen^ die sie bei ungestörter Erddrehung haben würden, 
d. k durch die Werte |)«0, j =» 0, r=»(ö. Dadurch Yerein£Ekchen 
sich diese Gleichungen wie folgt: 

(4) A--§ + a,^, M = -^-a,A, N--^^- 

Die A, M; N sind hiemach ebenso wie die X, (i, v bekannte Funk- 
tionen der Zeit und die Gleichungen (3) lassen die folgende Deutung 
zu: Unser Massentransport vom Impulse X^iv beeinflufst die Erd- 
drehung in solcher Weise, ab ob eine als Funktion der Zeit gegebene 
Drehkraft A M N an dem Erdkörper angriffe. 

Da wir annehmen, dafe die Lage der Hauptaxen durch den Massen- 
transport nicht beeinflufst wird, diese also im Erdkörper festliegen, 
können wir in (3) L^^Äp, M=^Äq, N = Cr setzen; aufeerdem 
können wir in Gliedern, die mit den kleinen Faktoren p oder q be- 
haftet sind, r mit seinem Näherungswert <o yertauschen. Die beiden 
ersten Gleichungen (3) lauten dann: 

I dp 



(5) 



^^-(^-C)a>g-f A, 

Die dritte Gleichung kommt fOr das Folgende nicht in Betracht. 

Wir fassen die Gl. (5) durch Multiplikation mit 1 und i zu einer 
komplexen Gleichung 

(6) A ^^ + ''^ - (0-^)fiD(p-f ig) + h + m 



/J- ^ 0», 




6 - " 


ia 1 


iaA — itt>{C — A) 


° A ß — a> 


v^ 


ia' 1 
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zusammen tmd nehmen von dem Massentransport an, dals er ein 
periodischer sei, dals abo X, (i, v und daher auch A; M, N periodische 
Funktionen der Zeit sind. Diese Funktionen werden wir nach Viel- 
fachen der Periode in eine Fouriersche Reihe entwickebi und ein 
einzehies Reihenglied f6r sich betrachten. Für A + *M können wir 
dann ganz allgemein den Ansatz machen: 

Dem entspricht als allgemeines Integral von (6): 

(7) p + iq^ hef"' + &V'«' + c^P', 

wo c die Integrationskonstante ist und wo zur Abkürzung gesetzt 

wurde: 



(8) 



— iaÄ—imiC—Ä) Ä ß + €c^ 
c ist ebenso wie vorher a und a' im Allgemeinen komplex. Die beiden 
ersten Glieder der rechten Seite Ton (7) stellen die durch den Massen- 
transport eretoungene Schwingung^ das letzte Glied die freie Schwingung 
der Rotationsaxe dar. Erstere erfolgt natürlich im Zeitmab des Massen- 
transportes, letztere in der durch den Wert von ß angezeigten Periode 
von Ä/(C—Ä) Tagen. Setzen wir letztere nicht gleich der Eulerschen, 
sondern gleich der Chandlerschen Periode, so berücksichtigen wir damit 
in einÜEUshster Weise im Sinne des vorigen Paragraphen die elastische 
Nachgiebigkeit der Erde, die sich natürlich auch an dieser Stelle geltend 
machen wird. 

Wie überall bei Schwingungsfragen stofsen wir hier auf ein ge- 
wisses Resonanzphänomen, d. h. auf eine Verstärkung der Ausschläge 
im Falle der Eoincidenz zwischen der Periode der freien und er- 
zwungenen Schwingung. Diese Eoincidenz tritt ein, wenn in unseren 
Bezeichnungen a « ± j8 wird, in welchem Falle entweder & oder V 
unendlich grols wird. Wir messen die für eine gewisse Frequenz ein- 
tretende Verstärkung am besten durch den Vergleich mit einer sehr 
langsamen Schwingung (a — 0). Nach (8) ergiebt sich für den Koeffi- 
zienten b bei sehr geringer Frequenz bez. für das Verhältnis dieses 
Koeffizienten bei beliebiger und bei geringer Frequenz: 

, ia 1 

(9) "' ' 



ft, t-a/ß 
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(Dieselbe Formel gilt fOr den Koeffizienten &', wenn wir + a mit — a 
yertauschen; die folgenden Bemerkungen; die wir an den Wert von h 
anknüpfen^ ergeben sich ebensowohl aus der entsprechenden Formel 
für V, wenn wir negative Frequenzen cc betrachten^ abo dem Massen- 
transport den umgekehrten Sinn beilegen.) 

Hat z. B. der Massentransport die Periode eines Jahres und nehmen 
wir als Periode der freien Schwingung^ wie verabredet^ die Ghandlersche; 
so wird cc/ß = 14/12 und (vom Vorzeichen abgesehen) hjh^ = 6. Der 
Umstand also, dafs die jährliche Periode nicht sehr weit von der natür- 
lichen Periode der Polschwanhungen entfernt ist, hat zur Folge, dafs 
ein Massentransport von jährlicher Periode eine sechsmal stärkere Ab- 
lenkung hervorbringt, als ein Vorgang, der dieselbe Brehhraft, aber in 
unendlich verlangsamter 2kitfolge auf die Erde überträgt. Hat der 
Massentransport andrerseits eine sehr kurze Periode^ (a sehr groüs), so 
wird a/j8 grols und bjb^ klein. Z. B. wollen wir uns auf den an 
sich bedeutenden Massentransport beziehen^ der relativ zur rotierenden 
Erde mit halbtägiger Periode in der Erscheinung der Ebbe und Flut 
auftritt*). Hierbei ist ajß rund gleich 840 und bjb^ rund gleich 1/840. 
Ein Massentransport von so kurzer Periode bringt also bei gleicher Gröfse 
der übertragenen Drehkraft gegenüber einem zeiäich unendlich verlangsamten 
Transporte nur eine verschwindend kleine Wirkung auf die BotaMonsaoce 
hervor. Das Massensystem der Erde ist eben zu iaiLge, um den Ein- 
wirkungen von ganz kurzer Dauer folgen zu können*, es folgt einer 
Störung um so williger und ergiebiger^ je naher die Störungsperiode 
der natürlichen Periode der Polschwankungen liegt. 

Übrigens tritt dasselbe Besonanzphanomen auch auf, wenn wir wie 
in dem ersten Problem dieses § lediglich die indirekte Wirkung des 
Massentransportes, d. h. seinen Einflufs auf die Massenverteilung in 
Rechnung setzen, indem durch einen periodischen Massentransport auch 
der Trägheitspol der Erde in periodischer Weise verlagert wird und 
hieraus eine um so stärkere Schwankung des Rotationspoles entsteht, 
je näher die Periode des Massentransportes der natürlichen Periode 
der Polschwankungen liegt. Wir werden unten in einem dritten Problem 
hierauf zurückzukommen Gelegenheit haben. 

Durch den geringen Unterschied zwischen der jährlichen Periode 
der meteorologischen Massentransporte und der freien Schwingungs- 
periode des Poles ist jedenfalls die Möglichkeit gegeben, dafs ein ver- 
hältnismäfeig schwacher meteorologischer Massentransport eine ver- 

*) Allerdings handelt es sich hierbei um einen durch änüaere Kräfte (Mond- 
anziehung) bewirkten Masseutransport, für welchen die gegenwärtige Auseinander- 
setzung nicht unmittelbar gilt. 
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hältnisinärsig starke Polscliwanlniiig zur Folge haben kann, eine Mög- 
lichkeit, die bei dem Stadium der Polschwankungen von jährlicher 
Periode im Ange zu behalten ist. 

Es giebt eine Klasse yon Massentransporten, bei denen die hier 
für sich behandelte Wirkung auf den Impuls thatsächlich gesondert auf- 
tritt und die Wirkung auf die Massenyerteilung in Fortfall kommt. 
Wir sprechen von „cyküschen Massentransporten'', wenn die verschobene 
Masse sofort von neuer Masse derselben Dichtigkeit ersetzt wird. Ersicht- 
lich giebt ein cyklischer Massentransport zu einer XJmlagerung der Haupt- 
trägheitsaxen keinen Anlafs, während er andrerseits den Impuls der Erd- 
drehung nach Mafsgabe seiner Geschwindigkeit und Ergiebigkeit beein- 
flu&i Diese FaQe lassen eine sehr elegante Behandlung besonders 
dann zu, wenn der Impuls des Massentransportes in Bezug auf den 
Erdkorper konstant bleibt; sie sind von V. Volterra*) in einer Reihe 
von Abhandlungen untersucht worden. 

Bisher ist es indessen nicht gelungen, reale cyklische Massen- 
transporte von hinreichender Intensität oder hinreichender Dauer nach- 
zuweisen, die einen merklichen Einflufs auf die Polschwankungen haben 
könnten. Namentlich scheint der Versuch nicht aussichtsvoll, mit Vol- 
terra auch die Polschwankungen der Chandlerschen Periode aus diesem 
Erklärungsgrunde abzuleiten. Die cyklischen Bewegungen, welche Vol- 
terra postulieren mufs, um zur Chandlerschen Periode zu gelangen, sind 
rein hypothetischer Natur und werden durch die geophysikalischen Er- 
fahrungen nicht wahrscheinlich gemacht. Überdies werden wir im Fol- 
genden sehen, daXs die direkte Wirkung eines Massentransportes auf 
den Impuls gegen seine indirekte Wirkung auf die Haupttrilgheitsaxen 
im Allgemeinen zurücktritt, dafs also ein nicht-cyklischer Massen- 
transport die Erddrehung im Allgemeinen mehr beeinfluTst, wie ein 
cyklischer von gleicher Stärke. Deshalb scheinen die Volterra'schen 
Untersuchungen mehr ein allgemeines mathematisches wie ein unmittel- 
bares geophysikalisches Interesse zu haben. 

Rein theoretisch, ohne Rücksicht auf geophysikalische Fragen, 
war die Bewegung eines Kreisels, in dessen Innerem eine cyklische Be- 
wegung vor sich geht, schon früher von A. Wangerin**) behandelt worden. 



*) Astronom. Nachr. Bd. 188 (1896), pag. 88; Atti d. R. Accademia di Torino, 
Bd. 80 und 81 (1896). In derselben Richtung liegen die Erläuterungen von G. 
Peano, ibid. Volterra fafst seine Untersuchungen zusammen in Acta Mathe- 
matica Bd. 22 (1898). 

•^ Halle 1899, üniversitätsschrift. Das Problem ist in mathematisch verall- 
gemeinerter Form aufgenommen von V. Volterra, Rend. d. R. Accademia dei 
Lincei (6) Bd. 4 (1896) und von £. Jahnke, Liouvilles Journal (6) Bd. 6 (1899). 
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Indem wir jetzt noch die bei unserem ersten und zweiten Problem 
gegebenen Entwickelnngen znsammenfSEussen^ berücksichtigen wir nun 
zugleich die direkte Wirkung auf den Impuls und die indirekte Wir- 
kung eines Massentransportes auf die Massenyerteilung der Erde. Wir 
stellen uns dementsprechend das folgende 

Dritte Problem: MneMassem werde wm einer AnfomgsUigeX^Y^ZQ 
am in bestimmter Weise <mf der Erde verschoben, so dafs ihre Koordi- 
naten XyT,Z gegen den ErdJcSrper bekannte, im Besonderen periodische 
Funktionen der Zeit sind. Hierdurch wird der Trägheitspd der Erde in 
bestimmter Weise abgelenkt und es wird gleicheeitiff der In^nUs der Erdr 
drehung in solcher Weise beeinftufst, als ob auf den Erdkörper eine be- 
stimmte Drehkrafl AMN wirkte. Es soUen die Differentialgleichungen 
der Drehbewegung auf gestellt und integriert werden. 

Aus den als Funktionen von t gegebenen Koordinaten X, Y, Z you 
m berechnen wir zunächst den Yerschiebungsimpuls von m, nämlich 
den Vektor ^^,^ ^y, ^^, 

und hieraus die Momente dieses Vektors um die Eoordinatenaxen, 
welche die nach denselben Axen genommenen Komponenten des Dreh- 
impulses des Massentransportes werden^ nämlich 
(10) A-mCFZ'-ZrO, fi-m(ZX'-XZ'), v^miXT-YX"). 
Die Bewegung des Erdkorpers wird, unter der Annahme dafs 
äufsere Kräfte nicht vorhanden sind, nach wie Yor durch die Olei- 
chungen (3) dargestellt, in denen die A, M, N aus den soeben an- 
gegebenen X, fi, V hinreichend genau mittels der GL (4) berechnet 
werden können. In der That gelten die Gl. (3) von pag. 712 oder 
die GL (2^) von pag. 140, aus denen wir jene folgerten, fUr ein be- 
liebiges im Kreisel festes rechtwinkliges Azensystem, gleichviel ob 
dasselbe das System der Hauptträgheitsaxen ist oder nicht. Im Gegen- 
satz zu den Betrachtungen bei unserem zweiten Problem sind unsere 
Koordinatenaxen jetzt nicht mehr Hauptträgheitsaxen; nehmen wir etwa 
an, dafs sie es zu Anfemg der Bewegung waren, so verlieren sie diese 
Eigenschaft in dem Maise, wie der Trägheitspol durch den Massen- 
transport abgelenkt wird. Infolgedessen treten an die Stelle der ein- 
fachen Beziehungen L = Ap, M^ AqyN '^ Cr Aie allgemeinen GL (2) 
von pag. 95 ftlr den Zusammenhang zwischen Impuls- und Rotations- 
vektor, die wir mit Bücksicht auf die Definition der Groisen abc^ 
efg in GL (1) folgendermaüsen schreiben können: 

L '^{A + a)p-gq-fr, 

M^ -gp-\-{A + b)q'- er^ 

N^^fp^eq + {C+c)r, 
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Wir berficksichtigeii; dab die abc, efg,pq kleine Oröfsen sind nnd 
können daher wie folgt yereinfachen: 
(11) Lr^Äp-fr, M^Äq-er, N^(C+c)r, 

Diese Werte haben wir in die GL (3) einzutragen. Aus der dritten 
dieser Gleichungen folgt zunächst ^ dafs (im Gegensatz zu r selbst) 
dr/dt eine kleine Gh:o£3e wird^ was man übrigens auch daraus ent- 
nehmen konnte^ dais die ungestörte^ ursprüngliche Bewegung in einer 
gleichförmigen Rotation r ^ a ^ const. bestand. In den beiden ersten 
Gleichungen (3) yemach^sigen ynr femer alle diejenigen Glieder^ die 
yon der zweiten Ordnung in den kleinen Grölsen werden und ersetzen 
in den Gliedern erster Ordnung r durch seinen Näherungswert co. So 
ei^ebt sich 

wo zur Abküiznng gesetzt ist: 



(12) 



(13) 



M'-© J + öV + M. 



dt 

Die Gleichungen (12) haben durchaus dieselbe Form, wie die GL (5); 
die A'; M' hier sind, ebenso yne die A, M dort, bekannte Funktionen 
der Zeit, wenn der Massentransport in seiner Abhängigkeit yon der 
Zeit bekannt ist. Die A', M' fassen die direkte Wirkung auf den 
Impuls und die iudirekte Wirkung des Massentransportes zusammen 
und lassen sich abermals deuten als eine scheinbare, auf den Erd- 
körper wirkende Drehkraft. Bemerkenswert ist noch der folgende 
analytische Ausdruck dieser scheinbaren Drehkraft, der sich unmittel- 
bar aus den Definitionsgleichungen (4) und (13) yon A, M und A', M' 
ergiebt: 

A' ^(A-iD/)-f a)(f*-iDc), 

(14) ; 

W^--fi(f^^a>e)^miX^a>f)^ 

Man hat also, um neben der direkten die indirekte Wirkung des Massen- 
transportes zu berücksichtigen, A, fi einfach durch A — ©/', fi — <dc 
zu ersetzen. 

Die weitere Behandlung der GL (12), ihre Integration und die 
Diskussion ihrer Losungen unterscheidet sich in nichts yon der obigen 
Behandlung der GL (5); insbesondere findet auch jetzt die oben betonte 
Resonanzwirkung statt, wenn der Massentransport periodisch ist und 
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seine Periode der Periode der freien Schwingungen der Erdaxe nahe 
liegt. 

Wir wollen hier zunächst die Frage entscheiden, ob bei einem 
periodischen Massentransport die direkte oder die indirekte Wirkung, 
d. h. die Wirkung auf den Impuls oder die auf die Massenverteilung die 
bedeutendere ist, um yon da aus zu einer für die Zahlenrechnung 
nützlichen weiteren Vereinfachung der 61. (12) zu gelangen. Wir 
brauchen zu dem Zwecke nach den Gleichungen (14) lediglich das 
Verhältnis der Oröfsenpaare A, fi und o/*, (oe zu prüfen. 

Das Gesetz, nach welchem der Massentransport im Erdkörper 
zeitlich ablauft;, möge durch die folgenden, möglichst bequem ge- 
wählten Gleichungen zum Ausdruck gebracht werden: 

X = Xq + asinat, 
r= ro + bBuiat, 

Die fragliche Masse pendelt hiemach um ihre Anfangs- und Mittellage 
X^YqZq in der Periode 2st/a herum. Wir berechnen nach (1): 

e = mZ^b sina^, f= mZ^a sina^ 
und nach (10): 

A = — mZ^ha cos aty (i =» mZ^aa cos at. 
Hiemach ergeben sich die Verhältnisse 



l 


a h cosat 


\L a a coBttt 


«.f" 


00 a flinat^ 


ooe <D h Bvn.jut 



Über die Amplituden a und h wollen wir nichts Näheres aussagen; 
wir werden aber annehmen, dafs sie etwa von gleicher OröUsenordnung 
sind. Dann wird die Ghröfsenordnung der yorstehenden Verhältnisse 
im Mittel durch den Faktor a/co gegeben. Nun sind die Grölsen a 
und CO umgekehrt proportional der Periode des Massentransportes bez. 
der der Erddrehung, a/o wird daher gleich der reziproken Anzahl 
Yon Tagen, welche auf die Periode des Massentransportes kommt. Wir 
sahen bereits, dafs nur Massentransporte yon solcher Periode, die der 
natürlichen Periode der Polschwankungen nahe liegen, einen starken 
Einfluls auf die Polschwankungen ausüben können. Deshalb ist für 
alle Massentransporte die uns interessieren, a/co eine kleine Zahl, für 
die meteorologischen Massentransporte beispielsweise gleich 1/365. 
Es folgt hieraus, dals bei diesen Massentrcmsportm die direkte Wirkung 
gegenüber der indirekten sehr erheblich mrücktriU, sodafs wir in den 
Gl. (14) X und [i gegen oe und af streichen können. Gleichzeitig 
werden wir auch df/dt gegen coe und de/ dt gegen (of streichen können, 
weil das Verhältnis dieser Gröfsenpaare der Gröfsenordnung nach aber- 
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mals durch den Wert ajm bestimmt wird. Die Gl. (14) yereinfachen 
sich auf Grund dieser Yemachlassigungen zu 

wofQr wir auch nach GL (2)^ indem wir die Winkelablenkungen der 

Hauptaxen einführen^ schreiben können: 

(15) A' - - (o\A -C)fiy M' » + a>\Ä - C) g. 

Diese Verein&chung ist hier auf Grund einer sehr speziellen An- 
nahme über den Massentransport abgeleitet. Man übersieht aber leicht^ 
dafs auch bei allgemeinerem Ansatz^ wenn man die X, Yy Z je durch 
eine Fouriersche Reihe gibt^ auf deren erste Glieder wir uns oben 
beschrankt haben^ ähnliche Schlüsse möglich sein werden^ dals nämlich 
auch dann bei den Gliedern yon langer Periode (d. h. lang gegen die 
Periode der Erdumdrehung) der durch die Änderung der Massenyertei- 
lung bedingte^ indirekte Einfluls überwiegt^ während bei den Gliedern 
Yon kurzer Periode (d. L kurz gegen die Periode der freien Schwingung 
der Erdaze) sowohl der direkte Einfluls auf den Impuls wie jener in- 
direkte Einfluls auf die Erddrehung unbedeutend wird. Nur bei stofs- 
weisen Massentransporten dürfte der direkte Einflufs ausschlaggebend 
sein, wobei es allerdings zweifelhaft bleibt, ob solche Massentrans- 
porte yon beträchtlicher Stärke in Wirklichkeit yorkommen. 

Setzen wir die Werte (15) in unsere Differentialgleichungen (12) 
ein, so lauten dieselben: 



(16) 



dp A — C, ^ 

da C — Ar y^ 

5f = -^-(D(p-CDg). 



Hier wollen ynr noch neben den Koordinaten |, 17 des Trägheitspoles 
die ebenso zu messenden Koordinaten des Rotationspoles einführen, 
welche u, t; heiüsien mögen. Die u, t; sollen die Bichtungskosinus der 
Botationsaxe gegen die Koordinatenaxen X und Y bedeuten, also 
gleich sein pjr bez. j/r, wofQr wir auch hinreichend genau p/io bez. 
g/o nehmen können. Benutzen wir aufserdem wie in Gl. (8) für die 
Frequenz der freien Schwingung der Erdaxe die Abkürzung j3, so 
werden unsere Gleichungen: 



(17) 



^- + /»(«- 5)- 



Sie besagen einfach, dafs der BotaHonspd in jedem Augenblicke um 
den Trägheitspol mit der Winkdgeschwindiglceit ß umgedreht tvird. Der 
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Sinn der Drehnng stimmt mit dem der Erddrehong überein; das 
Koordinatensystem ist so gewählt zu denken , dafs die positive X-Aze 
auf kürzestem W^e in die positive F-Axe durch die Erddrehung 
übergeführt wird. 

Zum Zwecke der Integration fassen, wir die Gl. (17) in die kom- 
plexe Form zusammen: 

(18) ^^^ = iß ((« + iv)-i^ + iv)) 

und nehmen an^ dafs infolge von Massentransporten der Ti^heitspol 
eine elliptische Schwingung um seine mittlere Lage ausführe. Wir 
können dann für £ + ^i? ähnlich wie firüher für A + tM den Ansatz 
machen: 

(19) i + ifi^ ö^"' + aV«'. 

Dem entspricht als zugehöriges partikulares Integral von (18); welches 
die durch den Massentransport eretoungene Schwingung des Botations- 
pols darstellt (von der freien^ in der Periode 2x/ß = 14 Monaten 
erfolgenden Schwingung können wir absehen): 

Gl. (20) stellt ebenso wie (19) eine elliptische Schwingung dar. 
Um die gegenseitige Lage und Gröfse beider Ellipsen bequem zu über- 
sehen, können wir die Eoordinatenrichtungen so gewählt denken^ dals 
sie mit den Hauptaxen der EUipse (19) zusammenfallen. Dann sind a 
und a' und nach (20) auch b und b' reell. Nennen wir die Hauptaxen 
der beiden Ellipsen bez. h, Je, H, K, so können wir statt (19) und (20) 
schreiben: 

(19^) i + 171 = hco9at + iJc smat, h^ a + a\ Jc^^a — a', 
(20^ u + it? -= Hcoaat + iKsinat, fl"- b + 6', K= b - b\ 
Man erkennt hieraus, dafs der Richtung nach die Hauptaxen beider 
Ellipsen zusammenfallen; was ihre Gröfse betrifft, so ei^ebt sich aus 

(20) und der Definition der h, Je, H, K: 

(21) s„g^?Ä+«*) ^^ ß(pk+ah) 

\ J ßt — «■ ' ß^ — a} 

Es ist dabei zu beachten, dab d^e £, K mit Vorzeichen zu rechnen 
sind und dais man auch der Grö&e h ev. das negative Vorzeichen bei- 
zulegen hat, um erforderlichenfalls den richtigen Umlaufssinn des 
Trägheitspoles durch (19') zum Ausdruck zu bringen. Die Umkehrung 
der GL (21) liefert 

(22) J^^H^fK, Jc^K-JH. 
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Es mögen zunächst einige Zahlenbeispiele und Figuren folgen. 
Wir nehmen dabei an^ dafe der fragliche Mluisentransport meteorologi- 
schen Ursprungs sei, also die Periode eines Jahres habe. Als Periode 
der freien Schwingung sehen wir, um der Elastizität des Erdkörpers 
Rechnung zu tragen (ygl. pag. 713), die Ghandlersche an. Dann wird 
rund a/ß == 7/6. Der Ti^heitspol möge eine geradlinige Schwingung 
ausfahren, es sei also z.B. Ä = und iy = lsina^. Aus (21) er- 
giebt sich 



^=~S* = -3,2Ä; 



JS:=-gt--2,8* 



und aus (20') 

u = — *3,2 i cos a<, t? = — • 2,8 h %mat. 
Dieser Fall wird durch Fig. 107 a veranschaulichi Wir haben dabei 
entsprechende, d. h. zu gleicher Zeit Yon dem Tragheitspol und dem 
Rotationspol inne gehabte Punkte mit gleichen Zahlen bezeichnet. - 

In Fig. 107 b ist hinsichtlich der Bahn des Trägheitspoles an der 
Yorigen Annahme festgehalten. Dagegen haben wir, wie es f&r einen 





Fig. 107». 



Fig.' 107 b. 



absolut starren Erdkörper angemessen wäre, als Periode der freien 
Schwingungen die Eulersche gewählt. Es wird dann a/ß = 5/6 und 



so 



36 



J3-=^A = 2,7*, Z = ^i = 3,3i, 
M =- + 2,7 1 cos a<, V = + 3,3 k sin at. 

Beide Figuren 107 bringen die wiederholt hervorgehobene Reso- 
nanzwirkung zum Ausdruck, vermöge deren die Bewegung des Rotations- 
poles bei nicht sehr versdiiedenen Perioden der freien und erzwungenen 
Schwingung wesentlich ausgiebiger virird, als die des Tn^heitspoles. 
Dafs sich in Fig. 107 a der Rotationspol auf der entgegengesetzten, in 
Fig. 107 b auf derselben Seite wie der Trägheitspol befindet (entgegen- 
gesetzte bez. gleiche Phase hat), entspricht einem allgemeinen Schwingungs- 
gesetz; entg^engesetzte Phase tritt stets im FaQe €c>ß, gleiche Phase 
im Falle a<.ß ein. Den Übergang zwischen beiden Ellipsen ver- 



Klein- Sommerfeld, Kreiielbewegang. 
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mittelt der Fall a = ß, wo nnBere Ellipse (s. Gl. (21)) in einen Kreis 
Yon unendlich grofsem Radius übergeht. Im Falle a = (unendlich 
lange Periode^ säkularer Massentransport) artet die elliptische in eine 
geradlinige Schwingung aus, indem (vgl. (21)) H^O, K = k wird; 
der Rotationspol folgt dann genau der Bahn des Ti^heitspoles. Im 
Falle a » oo (unendlich rasche Schwingung) yermag der Rotationspol 
der Einwirkung des Massentransportes überhaupt nicht zu folgen; es wird 
nach (21) jBr= Z" = 0. Denkt man sich in Fig. 107b die in eine Gerade 
ausgeartete Ellipse des Tragheitspoles durch eine kontinuierliche Folge 
Ton sich erweiternden Ellipsen, zu denen auch die in dieser Figur 
konstruierte Ellipse des Rotationspoles gehört, in^den unendlichen Kreis 
übergefClhrt und in Fig. 107 a diesen durch eine kontinuierliche Folge 
Yon sich yerengemden Ellipsen, deren eine mit der in dieser Figur 
yerzeichneten Ellipse übereinstimmt, in den Koordinatenanfangspunkt 
zusammengezogen, so hat man das Gesamtbild der möglichen 
Bahnen des Rotationspoles bei beliebigen Werten des Yerhaliaiisses a/ß 
vor sich. 

So übersichtlich liegen indessen die Verhältnisse nicht mehr, wenn 
wir die Bahn des Tragheitspoles selbst als eUiptisch ansetzen, also der 
soeben betrachteten geradlinigen Schwingung eine zweite dazu senk- 
rechte und in der Phase gegen jene yerschobene Schwingung hinzu- 
fügen. Dann kann es insbesondere yorkommen, dafs der Resonanz- 
effekt in gewisser Weise durch Interferenz verdeckt wird; die Mannig- 
faltigkeit der gegenseitigen Lagen beider Ellipsen, die nach den Gl. (21) 
möglich sind, wird dann aufserordenÜich grofs. — 

Nach Erledigung der vorangestellten drei Probleme kommen wir 
nun auf die bei der Erde vorliegenden realen Verhältnisse, insbesondere 
auf den im Anfang dieses Paragraphen besprochenen Luftmassentrans- 
port zurück. Wie Herr Spitaler auf Ghrund der Luftdruckkarten (durch 
mechanische Quadratur über die Erdoberfläche) berechnet, wird durch 
den Lufttransport der Trägheitspol abgelenkt 

im Januar um 0",055 nach 100® westl. v. Gr. 
„ Juü „ 0",041 „ 68^ östl. V. Gr. 
Der Trägheitspol schlägt also zu jenen beiden Zeitpunkten um an- 
nähernd gleiche Winkel nach annähernd entgegengesetzten Meridianen 
hin aus. Die Ausschläge für die Zeiten April und Oktober sind nicht 
berechnet, sondern nur geschätzt, sie erfolgen ungeföhr nach den 
Meridianen 180® und 0® und sind vermutlich kleiner wie die vorher 
angegebenen. Der Trägheitspol läuft also in der Richtung von Osten 
nach Westen d, h. im umgekehrten Sinne wie die Erdrotation. Die 
genauere Gestalt der Bahn läfst sich nach diesen Daten nicht fest- 
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stellen und es ist daher auch nicht möglich, die zugehörige Bahn des 
Rotationspoles zu bestimmen. 

Dagegen ist der umgekehrte Weg gangbar. Nach pag. 682 kann 
die Polschwankung Yon jährlicher Periode als eine Ellipse yon den 
Hauptaxen 0",104 und 0",044 beschrieben werden, deren grofse Axe 
nach dem Meridian 19® östl. t. Gr. gerichtet ist und die im Sinne der 
Erddrehung durchlaufen wird. Wir setzen daher 5^=0", 104, J£'=0",044 
und berechnen nach den Gl. (22) mit a//3 » 7/6: 
h = 0",053, * = - 0",077. 
Die hierdurch bestimmte Ellipse wird (vermöge des Vorzeichens von k) 
im umgekehrten Sinne durchlaufen wie die vorige Ellipse; die Lage 
der grofsen und kleinen Axe ist die umgekehrte wie bei der vorigen 
Ellipse. 

In Fig. 108 ist die Ellipse des Rotationspoles H, K und die theoretisch 
hinzugehörige Ellipse des Tragheitspoles h^h verzeichnet. Zusammen- 
gehörige Stellen beider sind durch gleiche Monatsbezeichnungen mar- 
kiert. Femer ist in der Figur die Lage 
des Tragheitspoles und sein Bewegungs- 
sinn nach den Berechnungen von Spitaler 
fOr die Zeiten Januar und Juli ein- 
getragen. Die betr. Punkte sind als kleine 
Kreise kenntlich gemacht. Man erkennt 
aus der Figur, dafs eine allgemeine 
Übereinstimmung zwischen diesen Punk- 
ten und den theoretisch bestimmten gleich- 
zeitigen Orten des Tragheitspoles wenig- 
stens der Größenordnung und dem Sinne 
nach vorhanden ist. Die thatsachlich 
bestehenden Untersdiiede in ihren Lagen 
können entweder durch unsere noch ziemlich vollständige Unkenntnis 
der arktisdien Luffcdruckverhältnisse oder dadurch erklart werden, dafs 
aulser den Lufttransporten noch andere meteorologische Prozesse (Wasser- 
transporte etc.) die jährliche Bahn des Rotationspoles beeinflussen. 

Alles in allem hat man zu der Annahme guten Grund, dafs es 
bei weiterer Anreicherung des Beobachtungsmaterials möglich sein 
wird, den jährlichen Bestandteil der Polschwankungen aus meteoro- 
logischen Massentransporten befriedigend zu erklären. 

Nicht so günstig stehen die Aussichten ftir die Erklärung des in 
Fig. 106 dargestellten Restbetrages von unperiodischen Polschwankungen. 
Säkidare Massenveränderungen von einigermafsen wahrscheinlichem Be- 
trage geben meist nur sehr kleine Einwirkungen auf den Trägheits- 
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und den Rotationspol*). Auch macht die allgemeine Oestaltung Yon 
Fig. 106, soweit wir derselben überhaupt reale Bedeutung zusprechen 
können, den Eindruck, als ob es sich bei den unperiodischen Pol- 
schwankungen mehr um kürzere Zeit anhaltende und dann im um- 
gekehrten Sinne wirkende Störungen handelt. 

Störungen dieses Charakters würden sich in unserer obigen Be- 
zeichnung als direkte Einflüsse auf den Impuls der Drehbewegung 
ergeben, wenn eine Massenyerschiebung auf der Erde ziemlich plötzlich 
eingeleitet wird und alsdann wieder zur Buhe kommt, so dafs der 
Impuls der Massenyerschiebung erst erzeugt und nachher wieder Ter- 
nichtet wird und die korrespondierende Impulsänderung der Erddrehung 
zuerst im einen und alsdann im eni^egengesetzten Sinne stattfinde! 
Da wir indessen durchaus keinen Anhalt zu der Annahme haben, daHs 
derartige Massenyerschiebungen yon hinreichender Siarke auf der Erde 
möglich sind, so halten wir es für nutzlos, die soeben angedeutete 
Vorstellung weiter auszuführen. — 

Hinsichtlich der allgemeinen analytischen Entwickelungen dieses 
Paragraphen sei noch heryorgehoben, dafs die fOr die Behandlung des 
Erdkörpers yon yariabler Massenyerteilung grundlegenden Gleichungen 
(3) unmittelbar aus unserer Auffossung der Eulerschen Gleichungen 
entspringen, auch für den Fall, wo die Eoordinatenaxen nicht Haupt- 
axen des Erdkörpers sind oder bleiben. Unter Festhalten an den einmal 
gewählten Koordinaten gelangten wir dann durch blofse Spezialisierung 
auf den besonderen yorliegenden Fall zu der einfachsten Gleichungs- 
form (17). In der Litteratur wird das Problem am eingehendsten yon 
G. H. Darwin^ behandelt. Darwin legt dabei als Eoordinatenaxen 
nicht wie wir im Erdkörper feste Axen, sondern die im Erdkörper 
beweglichen jeweiligen Hauptaxen zu Grunde und kommt auf diese 
Weise ebenfalls zu den Endgleichungen (17). Die der Fig. 107b, zu 
Grunde liegenden Rechnungen sind zuerst yon R. Radau '''^'^) gegeben 
worden^ weshalb die Ellipse jener Figur gelegentlich als Radau'sche 
Ellipse bezeichnet wird. Unter allgemeineren Voraussetzungen disku- 
tiert F. R. Helmertf) den Zusammenhang zwischen der Ellipse des 
TnLgheitspoles und des Rotationspoles. 

Unsere Darstellung der Polschwankungen würde aber unyoUständig 
sein, wenn wir nicht neben den hinsichtlich des Rotationspoles centri- 

*) Vgl.Tisserand, M^caniqne cälestell, Cliap.29, art.208 undChap.30, art.218. 

**) G. H. Darwin: On the influence of Geological Changes on the Earth's 

Rotation. London, Phil. Trans. 167 (1877), mit einem Anhang von Lord Kelvin. 

***) R. Radau , Comptes Rendus 111 (1890) und Bulletin Astronomique 7 (1890). 

t) F. R. Helmert, Astronom. Nachr. 126 (1891), Nr. 8014. 
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fugoien Wirkimgen der Massentransporte noch gewisse centripetale 
Tendenzen erwähnen würden^ die durch Auftreten Ton Beibungsein- 
aussen yeranlafst werden und die in gewisser Weise die Bewegung des 
Rotationspoles beruhigen und yerein&chen können^ so wie jene die- 
selbe stören und komplizieren. 

Wir denken in erster Linie an die Reibung, welche IMe und 
Flut mit sich bringt und zwar zunächst die gewöhnliche durch Mond- 
oder Sonnenanziehung hervorgebrachte. Schon Immanuel Eant hat 
1754 das Vorhandensein einer solchen Reibung betont und hat daraus 
die Notwendigkeit einer säkularen Verlängerung des Stemtages ab- 
geleitet. Wie diese Reibung im Einzelnen zustande kommt; brauchen 
wir hier nicht zu erörtern*); für unsere Zwecke genügt die folgende, 
etwas groteske Vorstellung: Auf der mit Wasser bedeckten Erdoberfläche 
sind an den diametralen Enden eines Durchmessers die beiden Flutberge 
angehäuft; die Erde rotiert unter ihnen fort, während die Flutberge selbst 
stiUstehen bez. nach MaTsgabe der Mondbewegung ihre Stelle yerhältnis- 
mälsig langsam verändern. Sie übertragen durch die Viscosität des an 
der Erde haftenden Wassers ein Drehmoment auf diese, welches der 
Erddrehung entgegenwirki Wenn der Mond genau im augenblicklichen 
Äquator der Erde fest stünde und die Symmetrie der Flutbewegung durch 
die Kontinente nicht gestört wäre, würde die Axe des Drehmomentes 
mit der augenblicklichen Rotationsaxe übereinstimmen und seine Oröfse 
der Gröfse dieser proportional sein. Die hierdurch gekennzeichnete 
denkbar einfachste Bestimmung des Drehmomentes der Flutreibung 
wollen wir dann als annähernd und im Mittel allgemeingültig ansehen. 
Wir können etwa die beiden Flutberge mit den beiden Backen einer 
Eisenbahnbremse vergleichen, die sich an das rotierende Rad anlegen 
und dessen Umdrehung verlangsamen. 

Die weitere Verfolgung des Einflusses der Flutreibung ist hx&t- 
durch auf ein Ereiselproblem zurückgeführt, welches bereits in Eap. VII, 
§ 7 als Problem des Luftwiderstandes behandelt wurde: Ein sonst 
kräfbefreier Kreisel steht unter dem EinflulB einer Drehkraft, deren 
Axe die augenblickliche Drehungsaxe ist und deren Oröfse der augen- 
blicklichen Rotation negativ proportional ist. Wir sahen, dafs bei 
einem solchen Kreisel die Rotation allmählich erlischt und dais gleich- 
zeitig die Rotationaxe asymptotisch und spiralig mit der Axe des 
gröfsten Hauptträgheitsmomentes sich zu vereinigen strebt (vgl. pag. 588 
und die Figur von pag. 589). Bei der Erde ist die Axe gröfsten 

•) Vgl. hierzu Kap. 16 und 17 des Werkes von G. H. Darwin, auch wegen 
weiterer Litterator. Insbesondere sei noch auf die dort erörterten überraschenden 
kosmogonischen Wirkungen der Gezeitenreibung hingewiesen. 
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Trägheitsmomentes die polare Hauptträgheitsaxe. Es konnte also 
scheinen^ daä wir in dieser Flatreibnng eine die Polschwankungen 
ausgleichende und dampfende Wirkung haben und dafs wir es dieser 
Wirkung verdanken, wenn trotz temporarer Störungen der Rotationspol 
im Mittel dem Trägheitspol erjEeüirungsgemäfs so nahe bleibt 

Indessen lehrt eine Zahlenrechnung, dafs diese Wirkung ^Lnzlich 
zu Yemachlässigen ist. Wir knüpfen dabei an GL (1) und (6) von 
pag. 587 und 588 an. In 61. (6) bedeutete ß den Winkel, den die 
augenblickliche Rotationsaze mit der Axe gröisten HaupttiBgheits- 
momentes zur Zeit t einschliefst, ß^ denselben Winkel zur Zeit £ » 0. 
Indem wir uns auf kleine Winkel ß, ß^ beschränken, können wir 
öl. (6) schreiben: 

WO B (rund gleich 1/300) wie firüher die EUiptizitat der Erde be- 
deutet Nach der angezogenen Gl. (1) ist andrerseits: 

xt 

Beide Gleichungen zusammengefafst ergeben 

Während also die Flutreibung eine ursprünglich yorhandene Ablenkung 
ß^ der Rotationsaxe auf die Hälfte ihres Betrages reduziert (ß^Y ßo) j 
reduziert sie gleichzeitig die ursprünglich yorhandene Erdrotation r^ 
auf den Bruchteil 



(i) 



^/* .2-^ — — .10-* 



ihrerselbst. Mit anderen Worten: Die ErdrotcUion tnüfste vermöge der 
FhUreibung bereits so gut wie vollständig zur Ruhe gekommen sein, ehe 
die Hälfte einer ursprünglich vorhandenen AUenhmg der Botaüonsaoce 
cMsgeglichen ist. In solcher Weise aufgefafst kommt also die Flut- 
reibung für die Frage der Polschwankungen überhaupt nicht in Betracht 
(ebensowenig wie der Massentransport der gewöhnlichen Mond- oder 
Sonnenflut, ygl. pag. 714) und kann auch nicht (ygl. pag. 593) zur 
Erklärung säkularer Änderungen der Rotationsaxe, wie sie in der 
Geologie häufig postuliert worden sind, herangezogen werden. 

Indessen giebt es noch eine andere Art Fluten und eine andere 
Art Flutreibung, welche in wirksamerer Weise den Rotationspol nach 
dem Trägheitspol zurücklenken dürften, nämlich diejenigen Fluten, die 
durch die Polschwankungen selbst heryorgerufen werden (ygl. pag. 684, 
wo wir insbesondere den yierzehnmonaÜichen Bestandteil dieser Fluten 
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erwähnten). Auch diese Fluten werden mit Reibung yerbunden sein 
und zwar kann man sich Yorstellen^ dafs die Reibung hier der Änderung 
der Botationsaxe entgegenwirkt und daXs ihre Axe auf der Rotationsaxe 
senkrecht steht^ während die Reibung bei der gewöhnlichen Mond- und 
Sonnenflut von der jeweiligen Grölse der BotoHon selbst abhängt und 
ihrer Axe nach mit der jeweiligen Rotationsaxe msammenfäUt 

Wollen wir uns Yon dem Zustandekommen dieser Fluten eine 
möglichst einfache ; wenn auch wieder etwas rohe Vorstellung bilden, 
so können wir folgendermaßen sagen: Die Lage der Rotationsaxe im 
Erdkörper zu einer gewissen Zeit sei durch die Gröfsen p, q, r ge- 
geben; dieser Lage entspricht, wenn yon der Einwirkung der Konti- 
nente abgesehen wird, eine Anordnung der Wasserbedeckung, bei 
welcher letztere einen Flutgürtel um den zur Rotationsaxe senkrechten, 
augenblicklichen Äquator bildet In einem folgenden Zeitpunkte sei 
die Lage der Rotationsaxe gegeben durch p +p'dt, q + qdt, r + rdt] 
der Flutgürtel legt sich jetzt um den nunmehrigen Äquator herum 
und ist gegen seine Yorherige Lage gedreht. Wir führen ihn aus 
seiner ersten in seine zweite Lage über, indem wir ihn um die gemein- 
same Senkrechte zur ersten und zweiten Lage der Rotationsaxe drehen 
und zwar durch einen Winkel, welcher dem Ablenkungswinkel der Rota- 
tionsaxe gleich ist. Die Flutreibung wirkt dieser Drehung entgegen; 
wir nehmen der Einfachheit wegen an, dafs das Moment der Flut- 
reibung um dieselbe Axe wirkt, wie diese Drehung erfolgt, und der 
Gröfse der Drehungsgeschwindigkeit proportional ist. Die Axe der 
Flutreibung berechnet sich dann durch die Unterdeterminanten des 
folgenden Schemas: 

p q r 

P Q ^ 

Die Komponenten der Flutreibung werden daher den folgenden Aus- 
drücken proportional 

qr-rq% rp-pr\ pq-qp. 

Berücksichtigen wir, dafs die Gröfsen |>, j, p\ q\ r klein sind und dafs 
r näherungsweise gleich cd ist, so können wir unter Vernachlässigung 
kleiner Gröfsen zweiter Ordnung dafür schreiben: 

— og^, ©y, 0. 

Mit Benutzung eines positiyen Proportionalitätsfaktors X setzen wir 

dementsprechend die Komponenten der Flutreibung den folgenden 

Gröfsen gleich 

-A^g', ^XAp'y 0. 
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In der That erkennt man leicht, dafs durch diesen Ansatz den oben 
über Qrohe, Axe und Sinn des Flutreibungsmomentes gemachten Ver- 
abredungen entsprochen wird, falls die Drehgeschwindigkeit der Erde 
CD als positiy gerechnet wird, die Eoordinatenaxen also die auf pag. 720 
angegebene Lage haben. Das Trägheitsmoment A wurde den vor- 
stehenden Ausdrücken als Faktor hinzugefügt, damit die Grolse X der 
Dimension nach eine reine Zahl Yorstellt, was fUr das Folgende be- 
quem ist. 

Um den Einflufs dieser Flutreibung auf die Polschwankungen zu 
bestimmen, gehen wir auf die Eulerschen Gleichungen zurück, denen 
wir rechterhand die soeben bestimmten Komponenten der Flutreibung 
hinzufügen. Die Gleichung f6i die Komponente r wird dadurch in 
erster Näherung nicht abgeändert. Diese Komponente können wir daher 
auch mit Rücksicht auf die Flutreibung als konstant ansehen und 
gleich (D setzen; mit anderen Worten: die lÄnge des Stemtages wird 
durch die jetzt in Bede stehenden Fluten innerhalb der yon uns fest- 
gehaltenen Genauigkeitsgrenze nicht yerlängert. Die Eulerschen Glei- 
chungen fOr die Komponenten p und q des Drehungsyektors lauten, 
wenn wir yon der Störung der Bewegung durch Massentransporte ab- 
sehen und nur die freien Schwingungen der Erdaze betrachten: 

Äp =^(Ä-C)a>q-XÄq, 
Aq =^{C-Ä)a)q+ XAp\ 

Wir fassen sie zum Zweck der Integration in der öfters beschriebenen 
Weise in die eine komplexe Gleichung zusammen: 

A{p' + iq')=^(C-A)iio(p + iq) + iXA(p' + iq'), 
wofür wir mit Einführung der EUiptizitat s auch schreiben können: 

(1 — iX) ijß + iq") =» Bim{p + iq). 
Die Zahl X wird jedenfalls klein gegen 1 sein, da im anderen Falle 
periodische Polschwankungen überhaupt nicht zustande kommen könnten. 
Daher können wir ohne merklichen Fehler die Gleichung auch so 
umformen: 

l+ii^aiio(l+iX) 

p + %q V -r ) 

und folgendermafsen integrieren: 

a ist die Integrationskonstante, welche yon der Anfangslage der Erdaxe, 
d. h. den der Betrachtung yorausgegangenen Störungen abhängt 

Von hier aus ergeben sich folgende Schlüsse: Die Reibung läTst 
die Periode der Polschwankungen ungeändert (ungeändert bis auf Ghrölsen 
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zweiter Ordnung); ihre Frequenz wird auch jetzt durch das Produkt Bto 
bestimmt; dagegen erscheinen die Schwingungen jetzt vermöge der Rei- 
bung gedämpß Der Dämpfungs&ktor betragt für die Dauer einer freien 
Schwingung nach der Torstehenden Formel c"*'*^. Vermöge dieser 
Dämpfung wird ersichtlich der Rotationspol dem Tragheitspole ge- 
nähert; auch ist es klar, dafs hierdurch der früher hervoi^ehobene 
Resonanzeffekt gemildert wird, sodafs beim Zusammenfallen der freien 
und erzwungenen Schwingungen die Amplitude des Rotationspoles nicht 
mehr unendlich wird, sondern eine durch den Wert des Dämpfungs- 
faktors bestimmte endliche Grölse annimmt. 

Über die zahlenmäfsige Ghrölse dieser Dämpfung, insbesondere der 
Dämpfungskonstanten A, sind wir leider zunächst TöUig im unklaren. 
Da wir schon über die Gröfse der fraglichen Fluten (vgl. pag. 706) 
theoretisch nichts auszusagen vermochten, wird es noch weniger möglich 
sein, die Gröfse ihrer Reibungswirkung zahlenmäfsig abzuschätzen. 

Wir wollen noch bemerken, dals sehr wahrscheinlich auch die 
im vorigen Paragraphen besprochenen Deformationen des Erdkörpers 
mit Energieverlusten verbunden sind und daher ebenfalls einen Beitrag 
zur Dämpfung der freien Schwingungen liefern werden. Wenigstens 
ist uns kein elastischer Körper bekannt, in welchem einmal erregte 
Deformationsschwingungen nicht alsbald abstürben; wir schieben diesen 
Umstand auf das Auftreten innerer Reibungsvorgänge oder elastischer 
Nachwirkungen. Es wäre nun höchst unphysikalisch, anzunehmen, 
dafs dies bei dem Erdkörper anders sein sollte. Infolgedessen scheint 
es angemessen, neben der Flutreibung auch die innere Reibung des 
Erdkörpers bei seinen früher beschriebenen Formänderungen als eine 
mögliche Dämpfungsursache der Polschwankungen ins Auge zu fassen. 

Bisher hat man bei der rechnerischen Behandlung der Polschwan- 
kungen die dämpfende Wirkung der verschiedenen möglichen Energie- 
verluste, die ja in analogen Fällen bei sonstigen mechanischen Problemen 
mit Recht berücksichtigt wird^), wohl stets vernachlässigt, indem man 
die Polbahn durch eine nach reinen, ungedämpften trigonometrischen 
Funktionen der Zeit fortschreitende Fourier'sche Reihe darstellte (vgl. 
die Gitate auf Chandler pag. 673 und van de Sa/nde BaJchuyzen pag. 682). 
Auch unsere graphische Reduktion der Polbahnen in § 6 dieses Kapitels 
fulste auf dieser Annahme und würde zu modifizieren sein, wenn wir 
die Dämpfung berücksichtigen bez. wenn wir aus der thatsächlich be- 
obachteten Polbahn aufser den verschiedenen in der Polbahn versteckten 



*) Vgl. z. B. Routh, Dynamik starrer Körper, Bd. 11 (deutsche Ausgabe Leipzig 
1898) Kap. Vn § 831-^388. 
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Perioden auch die Groüse ihrer Dämpfängen ermitteln wollen. Da eine 
theoretische Voraasberechnung der Dämpfongskonstante X ziemlich aus- 
sichtslos erscheint; so sollte man yielleicht Tersnchen^ in der soeben 
angedeuteten Weise aus den Polschwanknngen selbst darüber An&chlnTs 
zu erhalten. 

Natürlich ist die oben zu Ghnnde gelegte Vorstellung über 
die Wirkung der Polschwankungsfluten eine recht idealisierte; wegen 
des Einflusses der Kontinente auf die Flutbewegung werden die 
Verhältnisse in Wirklichkeit viel komplizierter liegen. Es wird da- 
her erwünscht sein^ ohne spezielle Annahmen zuzulassen, durch eine 
ganz allgemeine Betrachtung, die auch den Fall der Deformations- 
reibung im Innern des Erdkorpers umfafst^ die Wirkung irgend welcher 
energieverzehrender ümstimde wenigstens ihrem Sinne nach zu be- 
stimmen. 

Bei den Polschwankungen und den durch sie erzeugten Fluten 
und Deformationen sowie der zugehörigen Flutreibung und Deformations- 
reibung kommen nur innere Kräfte ins Spiel, die den Gresamtimpuls 
des Massensystems ; das wir Erde nennen, ungeandert lassen (im Gegen- 
satz zu der Torher betrachteten Flutreibung, die durch die äulseren 
Kräfte von Sonnen- und Mondanziehung hervorgebracht wird). Für 
die Komponenten des Gesamtimpulses gilt daher die Gleichung 

Z« -f Jlf» -f iV* = const., ' 

die wir als Gleichung einer Kugel deuten können. Andrerseits wird 
die lebendige Kraft des Systems durch die Reibung vermindert, indem 
ein Teil derselben in Wärme umgesetzt wird. Wenn wir uns gestatten^ 
^ den Ausdruck der lebendigen Kraft eines starren 

Kreisels auf unser in sich bewegliches System 
^\ zu übertragen; so können wir schreiben 

\\\ — 3 — + -c"-^^' 

— t4W — If und können diese Gleichung in den Koordinaten 

VVA / : 1/1/ L, M, N fttr jeden Wert von T als ein Ro- 

^^x\ ! /^ tationsellipsoid deuten. Und zwar handelt es 

jf ^^^^^ sich um ein verlängertes Rotationsellipsoid 

(wegen C>-4), welches, indem es sich selbst 

ähnlich bleibt, sich allmählich zusammenzieht 

(wegen der allmählichen Abnahme von T). Auf der Schnittkurve beider 

Flächen (Kugel und EUipsoid) muTs der Endpunkt des Impulsvektors 

L, M, N liegen; diese Schnittkurve zieht sich aber bei der allmählichen 

Verkleinerung unseres EUipsoides auf einen Punkt der N-Axe zusammen 
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(vgL Fig. 109); der Impulsvektor und zugleich mit ihm die Rotations- 
axe geht dabei in die polare Haupttragheitsaxe, der Bewegungsi^stand 
also in die einfache gleichförmige Umdrehung um diese Axe über. 

Insoweit als diese Überlegung auf den Fall der Flutreibung oder 
auf andere dissipative Einflüsse anwendbar ist^ dürfen wir behaupten^ 
dais solche Einflüsse irgendwie erzeugte Störungen des einfachsten 
Bewegungszustandes der Erde ausgleichen und die Lage des Rotations- 
poles auf der Erdoberfläche stabilieren werden. 



§ 9. Der Naohweis der Brdrotation durch die Ereiselwirknng. 
Fouoaults Gyroskop und Gilberts Barogyroskop. 

Nachdem Leon Foucault im Jahre 1851 seinen gUnzenden 
Pendelyersuch zum Nachweis der Erdrotation durchgeführt hatte^ unter- 
nahm er es im folgenden Jahre^ demselben Zweck die Ereiselwirkungen 
dienlich zu machen. Er benutzte einen Kreisel im Gardanischen Ge- 
hänge (vgl. z. B. die schematische Figur 2 von pag. 2), dessen einzelne 
Teile: Schwungring, innerer und äufserer Ring, mit grofster Soi^alt 
so justiert waren, daTs der Schnittpunkt ihrer Drehaxen zugleich 
Schwerpunkt jedes dieser Teile war. Foucaults Yersuchsanordnung 
war eine doppelte: das eine Mal*) liefs er dem Kreisel seine drei 
Freiheitsgrade y indem er den äufseren Ring um eine vertikale Axe in 
Spitzen drehbar machte. Diese Spitzen dienten dabei nicht sowohl zum 
Tragen des Kreisels, als zur Verhinderung seitlicher Bewegungen; ge- 
tragen wurde das Gewicht des Kreisels yielmehr durch einen torsions- 
losen Faden, an dem der äuTsere Ring aufgehängt war. Der innere 
Ring ruhte mittels Schneiden auf gewissen Auflagerflächen des äufseren 
Ringes. Das andere Mal**) stellte er den inneren Ring gegen den 
äufseren fest, operierte also mit einem Kreisel von nur mehr jstvei Frei- 
heOsgraden, welcher vermöge seiner Verbindung mit der Erde in ge- 
wisser Weise geführt wird. 

Im Falle des Kreisels von drei Freiheitsgraden bleibt nach Foucault 
bei starker Rotation des Schwungringes die ursprüngliche Bichhmg 
seiner Axe im absoluten Baume fest, oder, anders ausgedrückt, weist 
diese Axe beständig nach demselben Punkte des Fixsiernhimmds. Von 
der Erde aus gesehen bewegt sich also jeder ihrer Punkte parallel der 



*) Snr nne nonvelle d^monstration exp^rimentale du monvement de la Terre, 
Comptes Bendues Bd. 86, Paris 1862, pag. 421. 

**) Snr las ph^nom^nes d^orientation des corps toumants entratn^s par une 
axe fixe ä la snrface de la Terre — Nonveanx signes sensibles dn mouvement diume. 
1. c. pag. 624. 
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Richtung des Äquators. Geometrische Betrachtungen der einfachsten 
Art zefgen von hier aus die Richtigkeit der folgenden Angaben: 

Weist die Axe zu Beginn des Versuches nach dem Zenith^ so bildet 
sie nach der Beobachtungszeit A< den Winkel <o coBipl^t {m == Winkel- 
geschwindigkeit der Erdumdrehung, (p = geographische Breite) mit der 
Lotlinie, weil in der gleichen Zeit das ursprüngliche Zenith diesen 
Bogen um den Pol des Himmels beschreibt. Liegt andrerseits die Axe 
des Schwungringes ursprünglich horizontal und in der Richtung des 
Meridians, so bleibt sie für eine hinreichend kurze Beobachtungszeit 
horizontal und bildet nach der Zeit At den Winkel (Dsmq>At mit 
dem Meridian, weil ein Stern am Horizont imter dem Meridian den 
Polabstand tp (oder sr — 9) besitzt und während der Zeit At einen 
Bogen (9 sin 9> A^ von horizontaler Richtung beschreibt. Derselbe Aus- 
druck (9 sin 9 A^, der übrigens auch bei dem Foucaultschen Pendel- 
versuch auftritt, gilt auch fttr die Horizontalkomponente der Winkel- 
änderung bei beliebiger horizontaler Anfangslage der Schwungringaxe. 
Fragen wir uns nämlich nach der scheinbaren Bewegung eines Sternes 
im Horizont bei beliebigem Azimuth, so besteht dieselbe aus einer 
Drehung cd um die Polaraxe, die wir uns in eine Drehung co sin 9 um 
die Lotlinie und eine Drehung cd cos <p um den Meridian zerlegen 
können. Die erstere Komponente Uefert die Horizontalbewegung des 
Sternes, welche während der Beobachtungszeit A^ also cd sin 9 A^ be- 
tragen wird; die letztere Komponente giebt die Höhenänderung des 
Sternes. Die erstere Komponente und also auch die Horizontalkompo- 
nente der Bewegung der Kreiselaxe ist hiemach von dem Azimuth der 
Anfangsstellung unabhängig. 

An letzteren Umstand knüpft die Versuchsanordnung von Foucault 
an. Man beachte, dafs bei horizontaler Anfangslage die Bewegung 
der Kreiselaxe durch das Gardanische Gehänge von selbst in ihre 
zwei Komponenten zerlegt wird, dafs nämlich die Bewegung des 
äufseren Ringes die horizontale Komponente der Bewegung der Kreisel- 
axe wiedergiebt, während sich die Bewegung des inneren Ringes allein 
durch die Höhenänderung der Kreiselaxe bestimmt Foucault beobachtet 
daher unter dem Mikroskop den äufseren Ring, dessen Verdrehung 
gleich CD sin q)At sein soll. Als gröüstmöglichen Wert der Beobachtungs- 
dauer giebt Foucault 8 bis 10 Minuten an. Berechnen wir also mit 
A^ = 8 Min. und (p = 49® (ungeföhre Breite von Paris) die zu er- 
wartende Ablenkung, so ergiebt sich in Gradmafs: 

(DsincpA^- 55^0,75-1^5. 
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Diese ziemlich betrachtliche Verdrehung müfste sich znmal unter dem 
Mikroskop mit grofser Sicherheit feststellen lassen. 

Hiermit contrastiert einigermafsen der umstand, dafs Foucault nur 
Yon dem Sinn der Verdrehung spricht, der sich bei seinen Versuchen 
richtig, also dem Sinne der Erdrotation entgegengesetzt ergab, dafs er 
dagegen Zahlenwerte aus seinen Beobachtungen nicht mitteilt. Wir 
wissen nicht, wie weit diese mit den theoretischen Werten gestimmt 
haben. Solange aber die quantitative Übereinstimmung nicht nach- 
gewiesen ist oder solange die Fehlerquellen, welche die Nichtüber- 
einstimmung bewirken, unbekannt sind, können die Versuche kaum als 
unwiderleglicher Beweis der Erdrotation angesprochen werden; es konnte 
ja sein, dafs im Yorliegenden Falle die Fehlerquellen die Ablenkung des 
Ringes starker beeinflussen wie die Erdrotation selbst und dals der 
richtige Sinn des Resultates nur scheinbar durch zufallige Oruppierung 
der yerschiedenen Fehler hergestellt wird. 

Als Fehlerquellen kommen hier namentlich eine nicht genaue Gen- 
trierung des Apparates und die Reibung in den yerschiedenen Lagern 
in Betracht. Wohl ist der Foucaultsche und Gauisische Penddversuch 
von Eamerlingh-Onnes*) in musterhafter Weise nach der quantita- 
tiven Seite hin auf alle Fehlerquellen durchgeprüft worden; für den 
Foucaultschen Kreiselversuch dagegen scheint eine solche Prüfung nie 
unternommen zu sein. 

Die grolse historische Bedeutung des Foucaultschen Ereiselversuches 
scheint uns daher weniger in dem Nachweis der Erdrotation selbst ab 
darin zu liegen, dafs durch diesen Versuch die allgemeine Aufmerk- 
samkeit auf die Ejreiselwirkungen gelenkt wurde und dafs die Kenntnis 
der Kreiselwirkungen durch die geniale, von der Formel losgelöste Un- 
mittelbarkeit der Foucaultschen Auffossung wesentlich gefordert wurde. 

Bevor wir die Theorie dieses Versuches kritisch beleuchten, wollen 
wir zunächst Näheres über die zweite Versuchsanordnung von Foucault, 
über den Kreisel von zwei Freiheitsgraden ^ berichten. Die Axe des 
Schwungringes bleibt jetzt nicht mehr im Räume fest; viel/mehr strebt 
dieselbe nach FoucauU sich der Axe der Erddrdmng soweit parallel m 
stellenf ofe es die besonderen Umstände des Versuches erlauben. Foucault 
spricht daher von der Tendensf der Drehaxen aum ParaUelismus ^, indem 
er unter Parallelismus der Axen nicht nur das ZusammenfEdlen der 
Axenrichtungen, sondern gleichzeitig das Übereinstimmen des Dreh- 



*) Dissertation Groningen 1879. Nieuve bew^zen voor de aswenteling der aarde. 
**) Snr la tendance des rotations au parall^sme. Comptes Rendues 1. c. 
pag. 602. 
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Sinnes um die Axen Tersteht — man konnte genauer sagen: Tendenz 
zum gleichsinnigen oder homologen ParaUelismus. 

Etwa gleichzeitig mit Foucault hat G. Sire*) dasselbe Gesetz 
zum Gegenstand einer Mitteilung an die Pariser Akademie gemacht und 
auf den Nachweis der Erdrotation angewandt^ ohne selbst Versuche 
auszuführen. Die theoretischen Überlegungen von Sire, durch welche 
dieses Gesetz gestützt wird; sind indessen nicht einwandfrei ^ da sie 
an einer gewissen Vieldeutigkeit des Wortes Axe leiden (Figuren- 
axe^ RotationsaxC; Impulsaxe). Etwas Ähnliches labt sich wohl auch 
gegen die glänzend geschriebenen Ausführungen Foucaults sagen; 
allerdings beabsichtigen dieselben bei ihrer Kürze mehr beschreibender 
als beweisender Natur zu sein. (Vgl. hierzu unsere Kritik der popu- 
lären Kreisellitteratur in Kap. V, § 3 unter 2). 

Foucault untersucht auf Grund des genannten Gesetzes das Ver- 
halten der Schwungringaxe in den beiden besonderen Fallen ^ wo die 
Schwungringaxe entweder nur in der Horizontalebene^ oder nur in 
der Vertikalebene durch den Meridian des Beobachtungsortes frei be- 
weglich ist. Man erreicht dieses^ indem man beidemal den inneren 
Ring unter einem rechten Winkel gegen den äuiseren festklemmt und 
die Drehaxe des äufseren Ringes im ersten Falle in die Lotlinie, im 
zweiten Falle senkrecht gegen die Meridianebene des Beobachtungs- 
ortes stellt. 

Im ersten Falle, wo die Axe des Schwungi*inges die Horizontal- 
ebene nicht verlassen kann, ist ein wirklicher Parallelismus zwischen 
ihr und der Erdaxe nicht möglich: die Axe des Schwungringes strebt 
alsdann derjenigen Richtung zu, welche den kleinsten Winkel mit der 
Erdaxe bildet, d. i. der Richtung des Meridianes. und zwar wird die- 
jenige Seite der Axe, von der aus gesehen der Schwungring entgegen 
dem Uhrzeigersinne rotiert, nach Norden weisen, weil die Erde um 
den Nordpol in dem gleichen Sinne rotiert. Unsere horizontal bewegliche 
Schwungringaxe verhalt sich also ähnlich wie die Magnetnadel im DekH- 
nationskompafs (natürlich mit dem Unterschiede, dafs im Foucaultschen 
Versuch der astronomische Meridian an die Stelle des magnetischen 
tritt). Im AnschluTs an diese Analogie können wir diejenige Seite der 
Axe, Yon der aus gesehen die Schwungringumdrehung umgekehrt wie 
die Uhrzeigerbewegung erfolgt, als Nordpol des Schwungringes, die 
umgekehrte Seite als Südpol bezeichnen. 

Im anderen Falle, wo die Axe des Schwungringes in der Meridian- 



*) Eine sp&tere Veröffentlichung von Sire findet sich in der Biblioth^ue 
universelle de Gen^ve, Arch. d. scienc. phjs. et natur. Bd. 1 (1858) pag. 106. 
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ebene beweglich ist, wird der genaue Parallelismus dieser Axe mit 
der Erdaxe nicht nur angestrebt, sondern auch (bei hinreichend lang 
anhaltender Schwungringumdrehung) erreicht. Die Axe des Schwung- 
ringes bewegt sich^ wenn sie etwa anfangs horizontal stand^ in solcher 
Weise, dafs auf der nordlichen Halbkugel ihr ^^NordpoF^ aus der 
Horizontalebene nach oben hin heraustritt und dafs sich die Ver- 
bindungslinie Süd-Nordpol des Schwungringes mit der Verbindungs- 
linie Süd -Nordpol der Erde gleichsinnig parallel richtet. Unsere in 
der Meridianebene bewegliche Schwwngringaoce kann also mit der Magnet- 
nadd in einem InklinaHonsikompafs verglichen werden (natürlich abermals 
mit dem unterschiede, dafs an die Stelle der auf der Erdoberfläche 
bekanntlich recht unregelmälsig verlaufenden Linien gleicher Inklination 
hier die genauen geographischen Breitengrade treten würden). Dabei 
besteht aber der wesentliche Unterschied, dafs sich der „Nordpol** des 
Schtvtmgringes auf der nördlichen Halbkugel hebt, während sich der der 
Inklinationsnadei senkt. 

Theoretisch li^ also, wie Foucault betont, die Möglichkeit yor, 
ohne astronomische oder magnetische Beobachtungen sowohl die Lage 
des Meridians wie nach Bestimmung desselben die Lage der Weltaxe 
für einen beliebigen Ort aus blofsen Ereiselbeobachtungen abzuleiten. 
Man könnte daran denken, in der Tiefe eines Bergwerks von dieser 
Möglichkeit Nutzen zu ziehen. 

Es ist selbstverständlich, da& die Einstellung der Ereiselaxe in 
den Meridian bez. in die Richtung der Weltaxe nicht aperiodisch, 
sondern oscillatorisch vor sich gehen mufs. Die Drehkraft, welche 
z. B. die horizontal bewegliche Ereiselaxe dem Meridian zuführt, er- 
zeugt eine gewisse Drehbeschleunigung und Drehgeschwindigkeit um 
die vertikale Axe. Während nun bei meridionaler Lage der Ereiselaxe 
die Drehkraft verschwindet, so verschwindet darum nicht gleichzeitig 
die Geschwindigkeit. Diese führt die Ereiselaxe vielmehr über die 
Gleichgewichtslage hinaus, worauf die Bichtkraft ihren Sinn umkehrt 
und zuerst verlangsamend, dann im umgekehrten Sinne beschleunigend 
wirkt. Die Ereiselaxe mufs also um den Meridian herumpendeln — 
ebenfalls in Analogie mit der Magnetnadel. Steht die Ereiselaxe an- 
fänglich im Meridian, aber so dafs ihr „Nordpol'^ nach Süden weist, 
so ist auch diese Lage an sich eine Gleichgewichtslage, weil die auf 
die Ereiselaxe wirkende Drehkraft verschwindet, aber ersichtlich eine 
instabile: bei einer kleinen Abweichung von dieser Lage strebt die Dreh- 
kraft die Abweichung zu vergröfsem und das Nordende der Axe nach 
Norden überzudrehen. 

Foucault verwahrt sich dagegen, dafs auf dem beschriebenen Wege 
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die Lage des Meridians oder die Stellung der Weltaxe im Ramne hin- 
reichend genau bestimmt werden konnte. Wie es scheint, hat Foucaidt 
auch die zuletzt genannten Versuche mehr auf ihre allgemeine Möglich- 
keit wie auf ihre exakte Durchführbarkeit hin geprüft. — 

Wir erwähnen noch, dafs Foucault im Anschlufs an seine Versuche 
das jetzt yielfäch gebrauchliche Wort Gyroskop gepikt hat. Dieses 
drückt in schlagender Weise das ^Resultat der Foucaultschen Versuche 
aus, dafs nämlich der Kreisel ein Mittel ist, wn vorhandene Dreh- 
Bewegungen (oder Gjrationen) kenntlich £u machen, ähnlich wie das 
Elektroskop ein Hülfsmittel bezeichnet, das Vorhandensein elektrischer 
Ladungen sichtbar zu machen. Würde es gelingen, auch die Ghröfse 
einer vorhandenen Drehbewegung durch quantitative Messung der 
Ereiselbewegnngen festzustellen, so dürfte man dem Kreisel sogar die 
weitergehende Bezeichnung eines „Gyrometers'^ beilegen. 

Dagegen scheint es uns unzweckmäfsig, die Bezeichnung Gyroskop 
zu yerallgemeinem und als gleichbedeutend mit dem Worte Kreisel zu 
gebrauchen, was in der Litteratur häufig geschehen ist. In der That 
bringt doch die Bezeichnung Gyroskop nur eine besondere Anwendung 
des nach den verschiedensten Seiten hin interessanten und wichtigen 
Kreiselbegriffes zum Ausdruck und es liegt kein Grund vor, die cha- 
rakteristische Bezeichnung Kreisel (turbo, towpie, top) zu verlassen. — 

Wir haben nun die Theorie der Foucaultschen Versuche, zunächst 
desjenigen mit dem Kreisel von drei Freiheitsgraden, zu vertiefen. 
Dabei liegt es uns fem, diesen Versuch mit ausgedehnten analytischen 
Entwickelungen aus der Theorie der Relativbewegungen begleiten zu 
wollen, wie sie thatsächlich ai^estellt worden sind, Entwickelungen*), 
deren Endresultat nach den ihnen zu Grunde liegenden Voraussetzungen 
schliefslich kein anderes sein kann, als die Bestätigung der Foucaultschen 
Angabe, wonach die Kreiselaxe ihre Lage im absoluten Räume im Wesent- 
lichen beibehält. Die Schwierigkeit und Unübersichtlichkeit der fraglichen 
Entwickelungen hat nur darin ihren Grund, dafs in ihnen nicht konsequent 
vernachlässigt wird, dals nämlich das Gyroskop nicht durchweg als ver- 
schwindend klein gegen die Erde oder seine ümdrehungsgeschwindig- 



*) Es handelt sich n. A. mn Arbeiten von Qu et (Lionvilles Journal Bd. 18 
(1868)), Lettner (Grelles Journal Bd. 54 (1867)), Bonr (Lionvilles Journal (2) 
Bd. 8 (1868)). Zusammengestellt bei Gilbert: ^ude historiqne et critiqne snr 
le Probleme de la rotation (ans Annales de la Soci^t^ Scientifique de Biuxelles 
Bd. 2 (1878)). Wir nennen femer die grofse Arbeit von Gilbert: Memoire sur 
Fapplication de la m^thode de Lagrange ä divers probl^mes du mouvement relatif 
(Ebenda Bd. 6 und 7 1881—1888) und das Werk von Budde: Allgemeine Me- 
chanik der Punkte und starren Systeme (Berlin 1890, 1891, Bd. 2 Nr. 294). 
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keit nicht durchweg als unendlich grofs gegen die Erdumdrehung 
vorausgesetzt wird. Wir verweisen dieserhalb auf die zutreffende Kritik 
von £. Guyou*), der wir nur noch hinzuffigen möchten, dafs man mit 
demselben ungeheuren Grade der Annäherung , mit dem man die Ge- 
schwindigkeit der Erdumdrehung gegen die der Ereiselrotation ver- 
nachlässigt, auch die Tragheitswirkung des äuTseren imd inneren Ringes 
gegen die des Schwungringes vernachlässigen darf, worauf wir unten 
zurückkommen werden. 

Zunächst wollen wir ausdrücklich verabreden, dafii es erlaubt sei, 
den äuijieren imd inneren Bing als massdos zu betrachten und von 
Beibungstvirkungen abzusehen. Dann haben wir allein von dem Schwung- 
ringe zu sprechen. Dieser ist um seinen Schwerpunkt frei beweglich 
und von Kräften frei, da die Schwerkraft als im Stützpunkte angreifend 
nicht in Betracht kommt. Die Bewegung des Schwungringes besteht 
daher allgemein gesprochen in einer regulä/iren Präcession relativ zum 
absoluten Räume. Die an der Erddrehung teilnehmende Schwerpunkts- 
bewegnng beeinflufst diese Drehbewegung in keiner Weise. Denn Be- 
wegung des Schwerpunktes und Drehung um den Schwerpunkt sind 
wie bekannt zwei Vorgänge, die sich beim Fehlen äuiserer Kräfte glatt 
superponieren, ohne sich irgendwie zu stören. 

Dies würde auch dann noch gelten, wenn die Schwerpunkt»- 
bewegung nicht eine nahezu gleichförmig-geradlinige wäre, wie sie es 
bei der Erddrehung fOr den Zeitraum einiger Minuten thatsächlich ist, 
sondern wenn der Schwerpunkt in wüOcürlicher Weise und in beliebigen 
scharfen Krümmungen geführt würde. Ja es würde nicht nur gelten für 
den schnell rotierenden, sondern ebensogut für den nicht angedrehten 
Schwungring, immer unter der Voraussetzung der Reibungslosigkeit 
der Führungen und der Massenlosigkeit der Ringe. In der That ist die 
kräftefreie Bewegung des symmetrischen Kreisels bei beliebiger Gröfse 
der Eigenrotation eine reguläre Präcession; von der gröiseren oder ge- 
ringeren Eigenrotation, die wir dem Kreisel erteilen, hängt es lediglich 
ab, ob der entstehende Präcessionskegel bei gegebenem seitlichen An- 
stofs eine geringere oder gröisere Winkelöffiiung erhält. Wäre es zu 
erreichen, dals die Axe des Schwxmgringes zu Beginn des Versuches 
momentan im absoluten Räume genau stillsteht, so würde sie ihre Lage 
gegen den absoluten Raum genau beibehalten, der Öffiiungswinkel des 
Präcessionskegels wäre und bliebe dann genau gleich NuU, ganz imab- 
hängig davon, ob der Schwungring um seine Axe rotiert oder nicht. 



*) Sur une Solution äl^mentaire du probl^me du gyroscope de Foucanlt. 
Comptes Rendues Bd. 106, Paris 1888, pag. 114S. 

KUin-Sommerfeld, Kreiielbewegimg. 47 
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und ob der Schwerpunkt des Apparates bewegt wird oder nicht; denn 
nachdem wir die Reibung wegdefiniert haben, giebt es nichts^ was die 
einmal ruhende Schwungringaxe in Bewegung setzen konnte. Wir 
hätten hier also die von Foucault behauptete Stabilierung der Kreisel- 
axe im Räume ohne das von Foucault hierfOr als uneriaMich ange- 
sehene Mittel einer hohen Eigenrotation. 

Allerdings ist der soeben vorausgesetzte Anfangszustand der Ereisel- 
axe experimentell nicht zu erreichen. Der Experimentator kann die 
anfängliche Ruhe der Ereiselaxe nur vom Standpunkte der Erdbewe- 
gung aus beurteilen; er ist bestrebt, nicht die absolute Ruhe im Räume, 
sondern die relative Ruhe gegen die Erde zu verwirklichen. Nehmen 
wir an, daüs ihm letzteres genau gelungen sei, und sehen wir zu, 
wie sich die Bewegung der Ereiselaxe gestaltet, wenn der Ej*eisel 
insbesondere nicht angedreht ist. 

In der Anfangslage weist die Ereiselaxe bei dem ersten Fou- 
cault'schen Versuche horizontal; sie bildet mit der ümdrehungsaxe 
der Erde den Winkel a, welcher zwischen q> und ä — 9? (9 = geo- 
graphische Breite des Ortes) enthalten ist und von dem Azimuth der 
Ereiselaxe gegen den Meridian abhängt. Der anfangliche Geschwindig- 
keitszustand besteht in einer Drehung um die Erdaxe von der Ghröfse 
-G) (cd =- Erdrotation). Diese Drehung zerlegt sich in eine Eomponente 
o cos a um die Figurenaxe und in eine Eomponente cd sin a um eine 
äquatoriale Axe des Schwungringes. Der Anfangsimpuls des Ereisels 
hat nach denselben Axen die Eomponenten Cco cos a, Am sin a; er 

bildet im Falle des Schwungringes 
(abgeplattetes Tritgheitsellipsoid) mit 
der Figurenaxe einen Winkel /3 < a, 
welcher bestimmt ist durch 

(1) tg^=4tg«. 

^j^ Der Winkel ß kann auch durch eine 
bekannte Eonstruktion (vgl. p. 106) 
gefunden werden, die in Fig. 110 
angedeutet ist. Aus der Richtung 
der Rotationsaxe OR, die hier mit 
der Erdaxe zusammenfällt und der 
Richtung der Figurenaxe OF folgt 
die Richtung der Impulsaxe OJ, 
indem man an die Spur des Trägheitsellipsoides in der Ebene ROF 
die Tangente im Schnittpunkte mit OB legt und auf diese das Lot 
von fäUt. 




Fig. 110. 
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Bei der nun folgenden Bewegung beschreibt die Figurenaxe im 
Baume einen Pracessionskegel um die Impulsaxe von dem soeben be- 
stimmten Öffiiungswinkel ß. Dagegen beschreibt eine mit der Erde 
fest verbundene von auslaufende Richtung vermöge der Erdrotation 
einen Kegel um die Rotationsaxe der Erde. Aus der Verschiedenheit 
der Kegel ergiebt sich, dafs auch der nicht eigens angedrehte Kreisel^ 
von der Erde aus beurteilt^ Bewegungen ausfahren würde und also (bei 
^nzlich ausgeschalteter Reibung) im Sinne Foucaults als Gyroskop 
funktionieren würde. 

Natürlich ist aber auch die Voraussetzung^ dafs sich der Kjeisel 
im Anfangszustande genau in relativer Ruhe gegen die Erde befimden 
habe^ unzulässig. Selbst bei sorgfaltigstem Experimentieren wird die 
Kreiselaxe relativ gegen die Erde eine Anfangsgeschwindigkeit haben, 
die mit Rücksicht auf die Geringfügigkeit der Erdrotation möglicher 
Weise gröfser sein kann wie die der letzteren entprechende Ge- 
schwindigkeit. Der anfängliche Impulsvector, der sich aus dieser Ge- 
schwindigkeit zusammen mit der Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation 
bestimmt; kann dann jede beliebige Lage und der Pracessionskegel, 
den die Figurenaxe um diesen Impulsvektor beschreibt, jede beliebige 
Winkelöffnung haben. Wenn z. B. durch den anfänglichen Anstols die 
Komponente der Erdrotation nach der Figurenaxe des Eireisels gerade 
aufgehoben, die Eigenrotation des Kreisels mithin zufällig Null wird, 
so würde der Impuls vektor in eine äquatoriale Axe fallen; der 
Pracessionskegel würde dann in die zu dieser Axe normale Ebene 
ausarten. Wenn andrerseits die Komponente der Erdrotation nach der 
Äquatorebene des Kreisels durch den anfänglichen Anstofs zufällig auf- 
gehoben wird, so würde der Pracessionskegel unendlich schmal werden 
und mit der Figurenaxe zusammenfallen; diese selbst würde dann im 
Räume absolut stillstehen. Mit Rücksicht auf derartige unkontrollier- 
bare geringfügige Anfangsimpulse würde also die weitere Bewegung 
des Kreisels völlig unsicher werden. 

Und nun ist die Sache die, dafs man dieser Unsicherheit entgeht, 
wenn man dem Kreisel eine gegen die Erdrotation grofse EigenrotoMon 
erteilt Hierzu würde z. B. schon eine Geschwindigkeit von einer Um- 
drehung pro Sekunde genügen, da dieselbe 24 • 60 • 60 mal gröfser als 
die Geschwindigkeit der Erdumdrehung ist. Etwa mit dieser Um- 
drehungsgeschwindigkeit hat Foucault in der That gearbeitet*). Der 
Gesamtimpuls des Kreisels, der sich aus diesem absichtlichen Eigen- 



*) Vgl. hierzu Instructions sur les exp^riences du gjroscope; in dem Buche: 
Becueil des travaux scientifiques de L. Foucault, Paris 1878, p. 417. 

47* 
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impals, dem sonstigen unyenneidlichen Änfangsimpnls und dem Im- 
puls der Erdrotation zusammensetzt ^ wird alsdann Hast genau die Rich- 
tung der Figurenaxe haben. Gleichzeitig wird der Pracessionskegel 
so schmal; dafs wir mit einer für alle Versuche hinreichenden Ge- 
nauigkeit von einer absoluten Buhe der Figurenaxe im Itaume sprechen 
können. 

Die dem Kreisel zu erteilende Eigenrotation bezweckt also in 
erster Linie, von den unkontrollierbaren Afrf'angsimptdsen beim Ingang- 
setzen des Kreisels frei zu werden, wodurch überhaupt erst eine be- 
stimmbare und wohldefinierte Bewegung des Kreisels ermöglicht wird, 
in zweiter Linie, den Präcessionskegd hinreichend eng zu machen, wo- 
durch diese Bewegung so einfach wie möglich wird, wobei sie nämlich 
merklich in die einfache Rotation um die im Raum feste Figurenaxe 
übergeht. Ist i^ die Eigenrotation des Kreisels und wie früher m die 
Geschwindigkeit der Erdumdrehung, a der anföngliche Winkel der 
Figurenaxe gegen die Drehaxe der Erde, femer m^ die durch unab- 
sichtliche Anstöfse dem Schwungringe erteilte anfangliche Dreh- 
geschwindigkeit relativ gegen die Erde, y der Winkel, den die Figuren- 
axe mit der Axe von Oq bildet, so bestimmt sich die öffiiung ß des 
Präcessionskegels ähnlich wie in Formel (1) zu: 

(2) tg/? = — ■ ^»^« + «>o«iny . 

^ ^ ^ ^ C Sl-\-iD cos a-\-a)^ cos y 

Wenn fl grofs gegen cd und ©o, so hat man merklich /3 =- 0. Nehmen 
wir, wie es oben geschah, an, dafe Wq und co etwa von gleicher Gröfsen- 
ordnung sind, so können wir kurz sagen, dafs die öffiiung des Kegels von 
der Gröfsenordnung (o/Q wird und daCs die Richtung der Figurenaxe 
dann und nijT dann als unveränderlich anzusehen ist, wenn man Gröfsen 
von der Ordnung o/Q vernachlässigt. 

Somit ist die Foucaultsche Angabe von der im Raum festen 
Schwungringaxe unter den bisherigen Vernachlässigungen als hin- 
reichend genau bestätigt und gleichzeitig die eigentliche RoUe, die der 
Eigenrotation hierbei zufällt, deutlicher als bei Foucault hervor- 
gekehrt. 

Zunächst soll nun der Einflufs des Massensystems der Aufhängeringe 
studiert bez. nachgewiesen werden, dafs sie ohne merklichen Einflufs auf 
die Lage des Schwxmgringes sind. Solange wir sie als masselos voraus- 
setzten, stand die Axe des Schwungringes bei hinreichender Eigenrotation 
desselben merklich im Räume stille. Dementsprechend wird unter dieser 
Voraussetzung ein Durchmesser D des inneren Ringes, nämlich der mit 
der Schwungringaxe zusammenfallende, im Räume festgehalten. Andrer- 
seits wird ein Durchmesser D^ des äufseren Ringes, nämlich der in 
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die Lotlinie des Beobachtungsortes fallende, durch seine Verbindung 
mit der rotierenden Erde in ganz bestimmter Weise geführt. Es ist 
aber klar, daÜB die Bewegung des Systems unserer beiden Ringe durch 
Angabe der Bewegung zweier Durchmesser D und D' vollständig fest- 
gelegt ist: Wenn der Durchmesser D wirklich im Räume genau still- 
steht und der Durchmesser D^ genau die Bewegung der Lotlinie mit- 
machty so ist die Bewegung unserer beiden Ringe dadurch ztüangläufig 
gemacht. Ihre Drehgeschwindigkeit wird hierbei ersichtlich von der 
Gröfsenordntmg der Geschmndigkeit der Erdrotation, Des Näheren sahen 
wir bereits pi^. 732, dafs, solange die Schwungringaxe relativ zur Erde 
wenig von ihrer horizontalen Anfangslage abweicht, die Winkelgeschwin- 
digkeit des äufseren Ringes gleich o sin 9> sein würde; die des inneren 
Ringes wird, wie gleichfalls aus der angezogenen firüheren Überlegung 
folgt, gleich (0 cos tp sin A, wo A das Azimuth der Ereiselaxe gegen 
den Meridian des Beobachtungsortes bedeutet. Indem des Weiteren 
die Schwungringaxe ihre Stellung im Raum behauptet und sich dabei 
im Laufe der Zeit aus der Horizontalen des Beobachtungsortes entfernt, 
ändern sich diese Werte der Geschwindigkeiten stetig, bleiben aber 
dauernd von der Ghrofsenordnung o. 

Jetzt stellen wir uns vor, dafs die beschriebene Bewegung der 
Ringe auch bei nicht verschwindender Masse derselben zwangläufig auf- 
recht erhalten werde. Hierzu ist erforderlich, daüs den Ringen zu Anfang 
der Bewegung die Impulse Ä^ao cos 9 sin A, Ä^msrntp erteilt werden, 
wo Ä^ und Ä^ die Trägheitsmomente des inneren und äufseren Ringes 
um einen ihrer Durchmesser bedeuten, und dafs diese Impulse in der 
Weise abgeändert werden, wie es der Veränderlichkeit der Dreh- 
geschwindigkeiten entspricht. Sie bleiben dabei von der Gröfsenordnung 
Ay^Gi und A^(o. Setzen wir sie mit dem Impuls der Eigenrotation des 
Schwungringes zusammen, welcher im Wesentlichen CSl beträgt, so 
ergiebt sich ein Gesamtvektor, der nach Richtimg und Gröfse jedenfalls 
nur wenig von dem konstanten Eigenimpuls des Schwungringes ab- 
weicht. Der Richtungsunterschied sowie der verhältnismäfsige Grofsen- 
unterschied beider Vektoren ist nämlich von der Gröfsenordnung co/Q, 
wenn wir das Verhältnis der Trilgheitsmomente AJC und ^/C, indem 
wir ungünstig rechnen, der (^rdüsenordnung nach gleich 1 setzen. (Bei 
der wirklichen Ausführung des Foucaultschen Gyroskops sind diese 
letzteren Verhältnisse sogar wesentlich kleiner als 1.) 

Wir können hiemach sagen: zu der von uns fingierten zwang- 
läufigen Bewegung der Ringmassen, wie sie sich bei Festhaltung der 
Schwungringaxe ergeben würde, gehört ein Gesamtimpuls, der nach 
Richtung und Gröfse als konstant angesehen werden darf, sofern wir 
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Richtoügs- nnd Gröfsenanderun^en yon der Ordnung mjSl yemach- 
lässigen. Er bleibt also in demselben Sinne und mit demselben Ge- 
nauigkeitsgrade konstant; wie die Figurenaxe bei Absehung von den 
Ringmassen ihre Lage im Räume beibehalt. In der That war auch 
die ünveranderUchkeit der Schwungringaxe nur eine angenäherte, wie 
im Anschlufs an GL (2) hervorgehoben wurde, und nur eine bei Ver- 
nachlässigung des Grölsenverhältnisses co/Q zutreffende. 

Wir schliefsen hieraus, indem wir nunmehr von der bisher be- 
trachteten erzwimgenen zu der freien Bewegung des Massensystems: 
Schwungring, innerer und äuTserer Ring, übergehen, daCs diese Be- 
wegung bei gleicher Wahl des Anfangszustandes mit jener identisch 
ausfallt, sofern wir nur Unterschiede von der Gröfse cd/Q vernachlässigen. 
Denn fClr die freie Bewegimg ist zu fordern, dafs bei dieser der Gesamt- 
impuls des Massensystems nach Richtung und Gröfse im Raum konstant 
bleibe. Dieser Forderung genügt innerhalb der Genauigkeitsgrenze 
oj/Ä die bisher betrachtete erzwungene Bewegung. Daher stimmt die- 
selbe innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze mit der natürlichen Be- 
wegung des Mafsensystems überein. 

Mit anderen Worten: Ber Ein flu fs der Massen des Cardanischen 
Gehänges auf die Bewegtmg des FoucauUschen Gyroskopes von drei Frei- 
heitsgraden ist nur von der Gröfsenordnung co/Q und läfst sich in der 
Beobachtung auf Iceine Weise nachweisen. Er darf nicht nur, sondern 
er mufs konsequenter Weise vernachlässigt werden, wenn anders man 
überhaupt mit Foucault von der ünveränderlichkeit der Schwungring- 
axe sprechen will. — 

Um Mifsverständnissen entgegenzutreten, wollen wir noch ausdrück- 
lich hervorheben, dafs die bei der Foucaultschen Beobachtimgsmethode zu 
messende Winkeländerung des äufseren Ringes gegen die Erde (oder 
die Horizontalkomponente der relativen Bewegung der Schwungringaxe) 
nicht ihrerseits von der hier vernachlässigten Grofisenordnung ist. Jene 
Winkeländerung betrug nämlich ai sin 9 A^. Ihr Verhältnis gegen 
Grofsen von der Ordnung (d/Q ist Q sin g) l^t. Hier bedeutet Q A^ 
den Drehungswinkel des Schwungringes während der Beobachtungszeit, 
also bei einigermaOsen schneller Rotation und einer beispielsweisen Be- 
obachtungszeit von 8 Minuten, ein aufserordentlich grolses YielÜEU^hes von 
2;r. Wir erkennen hieraus, dafs der Wert des zu beobachtenden gyro- 
skopischen Effektes durch Yemachlässigungen von der Ordnung <o/Q 
in keiner Weise getrübt wird. — 

Yon ungleich grofserem Einflufs wie die Massen der Aufhänge- 
ringe dürfte die Beibung sein. Wir denken dabei teils an die Reibung 
in der Führungsaxe des äufseren Ringes , teils an diejenigen Wider- 
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stände^ die sich zwischen den Schneiden des inneren Ringes und ihren 
Auflagerflächen am äuiseren Ringe entwickehi. Die Untersuchung dieser 
Fehlerquellen, zu denen sich noch Luftwidei'stand^ Luftströmungen^ Er- 
wärmung des Materials etc. gesellen^ wäre für das wirkliche Ver- 
ständnis der Foucaultschen Versuche jedenfalls wichtiger als die pag. 736 
erwähnten unnötig allgemeinen und mathematisch ausgesponnenen Be- 
trachtungen über Relativbewegungen. 

Den Einfluls der Lagerreibungen können wir uns in yergröfsertem 
und yergröbertem Malsstabe durch ein einfaches Experiment klar 
machen. Wir nehmen einen Kreisel im Gardanischen Gehänge^ dessen 
Schwerpunkt im Mittelpunkt des Gehänges liegt (Fig. 2). Den Schwung- 
ring versetzen wir in starke Rotation und stellen seine Axe an&ngs 
horizontal. Darauf drehen wir das Gestell langsam um die Vertikale. 
Liegen die Verhältnisse günstig, d. h. ist die Reibung in den Lagern 
gering; die Eigenrotation stark und die Drehung des G^telles langsam, 
so behält die Schwungringaxe zunächst ihie ursprüngliche Lage schein- 
bar bei und halt dadurch auch die Ebene des äufseren Ringes im 
Räume fest. Dies Ergebnis ist aber nur eine Folge ungenauer Beob- 
achtung. Bei länger anhaltender Drehung des Gestelles oder bei ab- 
sichtlich vermehrter Lagerreibung sehen wir, daSa sich die Axe des 
Schwungringes langsam hebt und dabei den inneren Ring schief stellt, 
während der äufsere scheinbar fortfährt, seine ursprüngliche Lage im 
Wesentlichen beizubehalten. Drehen wir andrerseits das Gestell um die 
horizontale Axe des inneren Ringes, so bemerken wir ebenfalls zu- 
nächst ein scheinbares Stehenbleiben der Schwungringaxe, wodurch der 
innere Ring in seiner ursprünglichen Horizontalebene festgehalten wird. 
Bei länger anhaltender Drehung oder bei vermehrter Reibung sehen 
wir aber, dalis die Axe des Schwungringes seitlich in der Horizontal- 
ebene ausweicht, wobei sie die Ebene des äufseren Ringes um deren 
Axe verdreht 

Der Grund dieser Bewegungen liegt offenbar in der Reibung. 
Drehen wir das Gestell um die Vertikale, so bewegen sich die Lager 
des äufseren Ringes relativ gegen dessen Zapfen, welche durch den 
Schwungring annähernd festgehalten werden, und es entsteht ein Rei- 
bungsmoment um die Drehaxe des äufseren Ringes; dieses setzt, wie 
wir bei dem Versuch sehen, in erster Linie nicht den äufseren, son- 
dern den inneren Ring in Bewegung. Drehen wir aber das Gestell 
um die vorher genannte horizontale Axe, so tritt ein Gleiten der Lager 
des inneren Ringes gegen dessen Zapfen und im Zusammenhange damit 
ein Reibungsmoment um die Axe des inneren Ringes auf; dasselbe versetzt 
nicht den inneren, sondern vornehmlich den äufseren Ring in Bewegung. 
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Die Erklärang dieser abermals paradoxen Erscheinmigen lälst sieb 
wenigstens qualitativ ans der Theorie des schweren Kreisels entnehmen. 
Unser im Schwerpunkte unterstützter Schwungring verhalt sich unter 
dem Einflufs eines Reibungsmomentes um die Drehaxe des inneren 
Ringes mutatis mutandis wie ein schwerer Kreisel. Denn das genannte 
Reibungsmoment hat; gerade so wie die Schwere beim Nicht-Zusammen- 
fallen von Schwerpunkt und Stützpunkt^ die zur Figurenaxe senkrechte 
horizontale Gerade (^^Bjiotenlinie^ zur Axe. Die Folge ist eine pseudo- 
reguläre Präcession des Schwungringes^ bei welcher die Figurenaxe des 
Schwungringes in der Horizontalebene ausweicht. Die Ebene des inneren 
Ringes bleibt dabei im Mittel horizontal^ die des äufseren Ringes wird 
verdreht Die Überlegung läfst sich entsprechender Weise auch auf die 
zuerst betrachtete Drehung um die vertikale Drehaxe des äufseren 
Ringes übertragen und ergiebt dabei eine Pracession des Schwungringes 
in einer Yertikalebene^ also eine Verdrehung des inneren Ringes. Übrigens 
kommen wir auf diesen letzteren Fall im folgenden Kapitel bei dem 
Oeradlaufapparat des Torpedos zurück, woselbst wir eine eingehendere 
Theorie der fraglichen Erscheinung geben werden. 

Auf den Foucaidtschen Versuch übertragen sich diese Ergebnisse 
wie folgt: Was bei uns das Gestell des Kreisels, ist bei Foucaidt die 
Erde. Ihre Drehung findet um die Polaraxe statt Wir zerlegen sie 
in drei Drehungen um die Lotlinie, d. h. die Drehaxe des äufseren 
Ringes, um die ursprünglich horizontale Drehaxe des inneren Ringes 
und um die Figurenaxe des Schwungringes. Die den beiden ersten 
Drehkomponenten entsprechenden Reibungswiderstände wirken in der 
Weise unseres Versuches auf den Schwungring; die eine verdreht den 
inneren Ring und lenkt dabei die Axe des Schwungringes in verti- 
kalem Sinne ab, die andere verdreht den äufseren Ring und bewirkt 
eine Horizontalablenkung der Schwungringaxe. Beide umstände stören 
diejenige scheinbare Bewegung, die die im Raum feste Schwungring- 
axe nach Foucault relativ zur Erde beschreiben soll. Die dritte nach 
der Figurenaxe genommene Komponente der Erddrehung kommt nicht 
weiter in Betracht; das entsjN*echende Reibungsmoment addiert sich 
zu der von der Eigenrotation herrührenden Reibung der Schwung- 
ringaxe in ihren Lagern und ist gegen diese zu vernachlässigen. 

Es sind mifhin hei dem Foucaidtschen Versuch verschiedene Beibungs- 
einflüsse ihäUg, weiche die absolute Ruhe der Schwungringaxe stören. 

Es entsteht nun die Frage, wie man über diese Reibungseinflüsse 
Herr werden kann. Das Mittel hierzu liefert abermals eine hinreichend 
hohe Eigenrotation des Schwungringes, (Foucault selbst läfst uns über die 
^lle die der Eigenrotation bei seinen Versuchen zuf äUt, wie schon oben 
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erwähnt, einigennarseii im Unklaren.) Mit Rücksicht auf die AnfEings- 
bewegung der Schwrmgringaxe sahen wir, dafs die Eigenrotation die 
Aufgabe hat, den von dieser Axe im Allgemeinen beschriebenen Prä- 
cessionskegd hinreichend enge zu machen. Mit Rücksicht auf die Reibung 
dagegen müssen wir sagen, die Eigenrotation bezweckt, die zu den 
verschiedenen Reibungseinflüssen gehörigen PräcessionsgeschwindigJceiten 
möglichst langsam tsu machen. Es handelt sich dabei wohlgemerkt 
jetzt um ganz andere Pracessionsbewegungen wie früher. Bei der 
durch die Reibung bewirkten Präcessionsbewegung, auf die wir nach 
Analogie mit dem schweren Kreisel schlössen, beschreibt die Axe 
des Schwungringes einen in eine Ebene ausgearteten Kegel (oder 
Fächer) und zwar einen solchen in der Horizontal- oder Yertikalebene, 
je nachdem wir allein das Reibungsmoment um die Drehaxe des inneren 
oder allein das um die Drehaxe des äufseren Ringes betrachten. (In 
Wirklichkeit werden sich natürlich beide Bewegungen überlagern und 
es werden auch noch minimale Schwankimgen hinzutreten, die in der 
früher betrachteten Präcessionsbewegung ihren Gnmd haben.) Da die 
Präcessionsgeschwindigkeit des schweren Kreisels gleich PfN war, wo 
P das Moment der Schwere und N den Eigenimpuls des Ejreisels 
bedeutet, [vgl. z. B. p. 305 GL (13)], so wird die Geschwindigkeit der 
durch die Lagerreibung bewirkten Präcession analog gleich M/JS wer- 
den, wo M das eine oder andere Reibungsmoment, N wiederum den 
Eigenimpuls bedeutet. Durch Yergröfserung von N kann man jeden- 
falls diese Präcessionsgeschwindigkeit so klein machen, dafs während 
einiger Minuten Beobachtungszeit die Kreiselaxe überhaupt noch nicht 
merklich aus ihrer Anfangsli^e im Raum abgewichen ist. Jedenfalls 
sehen wir, dafs, wenn es überhaupt erlaubt ist, von der Reibung abzu- 
sehen, dies nur für einen nicht zu langen Zeitraum und dank einem 
hinreichend grofsen Eigenimpulse gestattet ist. Wewnschon der Eigen- 
impuls die Wirkung der Beibungsmomenie nicht aufheben kann, so kann 
er doch ev, das ZeUmafs dieser Wirkung so reduzieren, dafs dieselbe für 
eine nicht m lange BedbachtMngszeit tmwesenÜich wird. 

Wie grofs man aber den Eigenimpuls wählen mufs, um dieses zu 
erreichen, läfst sich theoretisch nicht bestimmen, da es hierbei auf die 
Gröfse der Reibungsmomente My also auf die Konstruktion der Lager 
und Schneiden ankommt. Hier hätte die genaue experimentelle Unter- 
suchung der Fehlerquellen einzusetzen, die bei Foucault selbst zu fehlen 
scheint. Das experimentelle Genie von Foucault bürgt uns dafür, dafs 
die Reibungswirkungen M bei seinem Apparat sehr klein waren; wie 
klein sie aber waren, darüber gewinnen wir aus seinen Mitteilungen 
kein Urteil. 
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Eine andere Schwierigkeit des ersten Foncanltschen Versuches^ 
nämlich die Notwendigkeit einer sehr genauen Zentrierung des Schwung- 
ringes '^); wird durch eine glückliche Modifikation des G^oskops, das 
sog. Ba/rogyroskop, umgangen^ von dem unten die Rede sein wird. 

Wir gehen zunächst zu dem zweiten Foucaultschen Versuch 
(Kreisel yon zwei Freiheitsgraden) über und haben hier die beiden inte- 
ressanten Sätze zu beweisen, dals a) ein in der Horizontalebene beweglicher 
Schwungring wie eine Deklinationsnadel, b) ein in der Meridianebene 
beweglicher mutatis mutandis wie eine Inklinationsnadel sich verhalt 

Der Beweis beider Sätze ist unmittelbar einleuchtend, wenn wir 
uns auf den früher entwickelten Begriff des Deyiationswiderstandes 
stützen (vgl. Kap. lU § 6); umständliche analytische Entwickelungen, 
wie sie für diesen Zweck von Gilbert**) gegeben sind, scheinen hier 
ebensowenig am Platze, wie im vorigen Falle. Die folgenden einfachen 
Betrachtungen stimmen im Resultat mit den Gilbertschen Entwicke- 
lungen überein. 

a) Drehaxe des äufseren Bmges in die Loüinie gestdU, innerer Bing 
unter einem rechten Winkel gegen den äufseren festgeklemmt, Schwung- 
ringaxe die Horiaontalebene bestreichend. Wir zerlegen die Erdrotation 
o in zwei Komponenten nach der Lotlinie und dem Meridian des Be- 
obachtungsortes. Die erste Komponente beträgt cd sin 9, wenn tp die 
geographische Breite ist. Dieselbe beeinfluTst bei hinreichend ge- 
ringer Reibung in den Zapfen des äufseren Ringes die absolute Lage 
des Schwungringes nicht; der Schwungring macht diese Drehung ein- 
fjAch nicht mit, wobei er natürlich auch den inneren und äufseren Ring 
verhindert, dieser Drehung zu folgen, und verhält sich hinsichtlich 
dieser Komponente ebenso wie der Kreisel von drei Freiheitsgraden 
hinsichtlich der gesamten Erdrotation. Die andere Komponente ist 
(o cos q). Denken wir uns die Lage des Schwungringes in der Hori- 
zontalebene für einen Augenblick fixiert, so würde diese Komponente 
die Axe des Schwungringes auf einem Kreiskegel um den Meridian 
herumführen und der Kreisel eine reguläre Präcession beschreiben. 
Vermöge seiner Trägheit widerstrebt er dieser Führung mit einem 
Momente, dessen Axe gleichzeitig auf der Figurenaxe und der Axe des 
Präcessionskegels senkrecht steht, in unserem Falle also in die Lotlinie 
fällt. Die Grofse des Momentes beträgt nach p. 175 öl. (1), wenn wir 
für die dort mit v bezeichnete Pnicessionsgeschwindigkeit den Wert 



♦) Vgl. die oben cit. Instructions sur les Ezp^ences du gyroscope. 
*•) Vgl. § XV und XVI der p. 736 citierten Arbeit: Memoire sur Tapplica- 
tion etc. 
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(D cos 9) eintragen und den Eigenimpuls N des Schwungringes*) in 
die Formel einführen: 

(3) Ä" « — o cos 9> sin «d* (JV — Äo) cos tp cos '^); 

-ö" meint hierbei den Winkel zwischen der Pigurenaxe des Kreisels und 
der Axe des Präzessionskegels, d. h. in unserem Falle den Winkel 
zwischen Figurenaxe und Meridian. Zur Fixierung des Vorzeichens 
werde festgesetzt, dafs wir -ö* von der nordlichen Seite des Meridians 
aus zählen wollen und dafs wir diejenige Seite der Schwungringaxe als 
(positive) Figurenaxe rechnen, um welche die Eigenrotation in dem- 
selben Sinne erfolgt, wie die Erdrotation um die Verbindungslinie 
Erdmittelpunkt— Nordpol, dafs wir also mit Benutzung der pag. 734 
eingeführten Ausdrucksweise die Figurenaxe vom Mittelpunkte des 
Schwungringes nach dem „Nordpol'' desselben gezogen denken. Das 
Produkt (ö^ in GL (3) ist auf Grund dieser Festsetzungen eine positive 
Gröfse. 

Übrigens ist in (3) das zweite Glied der Klammer gegen das erste 
unbedingt zu streichen. Jenes Glied verhält sich nämlich zu diesem 
der Gröfsenordnung nach wie Aco zu N oder (unter Absehung von der 
Verschiedenheit des äquatorialen und polaren Trägheitsmomentes) wie 
die Geschwindigkeit der Erdumdrehung zur Winkelgeschwindigkeit des 
Schwungringes oder wie die Dauer einer Schwungringumdrehung zur 
Länge des Tages. Wir schreiben daher statt (3) kürzer: 

(3') Ä" = — N(o cos (p sin -ö*. 

Soll nun die vorausgesetzte Präcessionsbewegung des Schwung- 
ringes unter der unveränderlichen Neigung -ö* gegen den Meridian auf- 
recht erhalten werden, so müfste ein Moment — JST um die Lotlinie 
ausgeübt werden, welches den Trägheitswiderstand K überwindet. Ge- 
schieht dieses nicht, so bewegt sich der Schwungring so, als ob ein 
Moment + K um die Lotlinie wirkt, welches den Winkel %• verändert. 
Die Lotlinie ist für den Schwungring eine äquatoriale Hauptaxe, des- 
gleichen für den äufseren Ring, für den inneren Ring dagegen die 
Figurenaxe desselben. Nennen wir A^y C^, -4^, C, die bez. äquato- 
rialen und polaren Hauptträgheitsmomente des inneren und äufseren 
Ringes, so wird für die Drehung um die Lotlinie die Summe der in 



*) Der Eigenimpuls JV drückt sich (vgl. z. B. p. 222 oben) durch die Enlerschen 
Winkel qp, f^^ -ö* folgendermafsen aus: JV == C(qp' + cos -ö*^'); die Winkelgeschwin- 
digkeiten q> nnd 1/)' sind aber in Gl. (1) von p. 175 mit fi. und v bezeichnet. Es 
wird daher auch: JV= (7(^ + cos -ö* • v). Selbstverständlich hat der Enlersche 
Winkel 9 nichts mit der im Text benutzten geographischen Breite 9 zu thun. 
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Frage kommenden Trägheitsmomente von Schwungring; innerem und 
änfserem Ring Ä + 0^ + Ä^. Die Bewegungsgleichung wird mithin : 
(4) (Ä + Gl + A^) d^'' = K =^ - No) 008 (p Bind^. 

Dafs gleichzeitig der Eigenimpuls des Schwungringes durch die Erd- 
drehung nicht geändert wird, ist selbstverständlich, weil die Axe von 
K auf der Figurenaxe senkrecht steht. N ist daher in der vorigen 
Gleichung eine Eonstante, in welchem Umstände wir diejenige zweite 
Gleichung erblicken können, die zur vollständigen Beschreibung der 
Bewegung unseres Kreisels von zwei Freiheitsgraden neben (4) erfor- 
derlich ist. 

Gl. (4) zeigt nun unmittelbar Folgendes: Im Gleichgetvicht befindet 
sich die Schvmngringaxe nwr dantij wenn dieselbe die RicMung des Meri- 
dianes hat Denn wir haben ^" = nur dann, wenn entweder ^ = 
oder -ö" = Ä ist. Von den beiden Gleichgewichtslagen ^ ^0 und -ö* = « 
ist die erstere eine stabile, die letztere eine IdbUe. Denn vermöge des 
Vorzeichens der rechten Seite von (4) wird bei einer Störung der 
Gleichgewichtslage ^ = die Schwungringaxe durch die auftretende 
Winkelbeschleunigung nach dieser Lage zurückgeführt, dagegen bei 
einer Störung der Gleichgewichtslage -ö* = jr von dieser entfernt In 
der stabilen Gleichgewichtslage befindet sich die Mgenrotation des Schwung- 
ringes mit der meridionaien Komponente der Erdrotation im gleichsinnigen 
ParaUdisnms. Denn wir wollten, um das Vorzeichen von ioN positiv 
zu machen, den Winkel d" zwischen Meridian und Figurenaxe so be- 
stimmen, dafs die Eigenrotation um die Figurenaxe in demselben Sinne 
erfolgt, wie die Erddrehung um die Erdaxe oder wie die meridionale 
Komponente derselben um die nördliche Hälfte des Meridians, von der 
aus wir den Winkel -ö* zahlen. Die von Foucault hervorgehobene Ten- 
denz zum gleichsinnigen Parallelismus der Drehaxen zeigt sich in dem 
Auftreten der nach der stabilen Gleichgeunchtslage hin gerichteten Be- 
schleunigung der Schwungringaxe. 

Am einfachsten und vollständigsten läfst sich die in Rede stehende 
Bewegung beschreiben, wenn wir sie mit der Bewegung eines mathe- 
matischen Pendels vergleichen. In der That ist (4) nichts anderes, 
als die gewöhnliche Differentialgleichung der Pendelbewegung. Die 
letztere können wir, wenn wir unter l die Länge des Pendels und 
unter O* denjenigen Winkel verstehen, den l mit der stabilen Gleich- 
gewichtslage, d.h. mit der Schwererichtung jeweils einschliefst, schreiben: 

(4') #"--^sind. 

Um die Gl. (4) und (4') in einander überzuführen, ist es nur nötig, 
l so zu wählen, dafs 
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T5) i = £M+A + ^). 

^ ' Nm cos <p 

Diese Formel giebt die Länge des Jcarrespondierenden mathemaiischen 
Pendels an, dessen Bewegung bei gleichen Anfangswerten von # und #' 
mit der Bewegung unseres Schwungringes genau identisch ist. Länge 
und Schwingungsdauer des Pendels wird um so kleiner, je gröfser N 
ist; dementsprechend nimmt die Richtkraft der Erddrehung auf unseren 
Schwungring mit der Gröfse des Eigenimpulses N zu. 

Auch der Vergleich mit der Deklinationsnadel läist sich jetzt aufs 
einfachste durchführen. Da nämlich die Bewegungsgleichung einer 
solchen lautet Jd"" = — MH sin, ^y wo J das Trägheitsmoment der 
Nadel, M das magnetische Moment derselben und H die Horizontal- 
intensität des Erdmagnetismus bedeutet, so wird die Länge des dieser 
Magnetnadel korrespondierenden mathematischen Pendels 

(50 ^ = ii' 

Lidem man die in (5) und (b") angegebenen Pendellängen gleichsetzt, 
erkennt man, wie sich die von Foucault ausgesprodiene Zuordnung 
des rotierenden Schwimgringes mit der Magnetnadel auch quantitativ 
durchführen lä&t. Stellt man sich z. B. yor, dafs das Trägheitsmoment 
J der Nadel mit dem für die Bewegung des Schwungringes in Betracht 
kommenden gesamten Trägheitsmoment Ä + 0^ + A^ der Kreiselvor-. 
richtung übereinstimmt, so hätte man den Eigenimpuls des Schwung- 
ringes einfach so zu wählen, dafs N<o cos 9 = MH ist; alsdann wird 
die Bewegung unseres Schwungringes vom Eigenimpuls N hei gleichen 
Anfangswerten von # und #' ein Tcongruentes Abbild der Bewegung einer 
Magnetnadel vom magnetischen Momente M. 

b) Drehaxe des äufseren Ringes senkrecht gegen die Meridianebene 
gerichtet, innerer Bing senkrecht gegen den äufseren festgestellt^ Schtming- 
ringaxe in der Meridianebene beweglich. 

Von einer Zerlegung der Erdrotation in Komponenten haben wir 
hier abzusehen, weil die Gesamtrotation od die Lage des Schwungringes 
in der Meridianebene beeinflulst. Denken wir uns den Winkel d" zwischen 
der Axe des Schwungringes und der Axe der Erdrotation für einen 
Augenblick festgehalten, so würde der Schwungring eine reguläre Prä- 
cession um die Erdaxe beschreiben. Dem widerstrebt er vermöge 
seiner Trägheit mit einem Momente f, dessen Axe gleichzeitig auf 
der Axe des Schwungringes und der der Erdrotation senkrecht steht, 
also in die Normale zur Meridianebene, d. h. in die Drehaxe des äufseren 
Ringes fällt. Die Ghröfse des Momentes beträgt nach p. 175 61. (1), 
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wenn wir nunmehr öj statt v und N statt C(ji + v cos d) ein- 
tragen, 

(6) Ä" == — o sin ^ (-N" — -4a> cos d). 

Ebenso wie unter a) haben wir das zweite Glied der Klammer gegen 
das erste zu yemachlassigeni so dals einfacher wird: 

(eO K JViDsind. 

Setzen wir ähnlich wie unter a) fest; dals wir die Figurenaxe vom 
Mittelpunkte des Schwimgringes nach derjenigen Seite hin ziehen^ von 
der aus gesehen die Rotation des Schwungringes in demselben Sinne 
erfolgt wie die Erdrotation um den Nordpol, und messen wir den 
Winkel d' von der nördlichen Hälfte der Erdaxe nach der so definierten 
Figurenaxe hin, so wird das Produkt Na in der Torigen Gleichung 
positiv sein. 

Soll also der Schwungring in der sich drehenden Meridianebene 
seine Lage beibehalten, so ist dazu ein Moment — fT um die Drehaxe 
des äufseren Ringes erforderlich, welches die Trägheitswirkung des 
Schwungringes überwindet. Wird ein solches Moment nicht ausgeübt^ 
so mufs sich der Winkel # zwischen Erdaxe und Figurenaxe ändern, 
in solchem Malse, das das Produkt aus dem Trägheitsmoment der be- 
wegten Teile und der Winkelbeschleunigung gleich K wird. Dies 
.führt ebenso wie oben auf die Düferentialgleichung: 

(7) {Ä+ C, + ^)^"-JK:--iV(0 8ind. 

Aus dieser Gleichung ergeben sich unmittelbar die folgenden 
Schlüsse: Der Schtmmgring befindet sich innerhalb der MeridianfSbene nur 
dann im Oleichgeuncht, wenn er die Bichkmg der Erdaxe ha4, d, h. nur 
in den beiden Lagen ^ » und ^ » sr. Die erstere Lage ist eine stabile 
die letetere eine labile Gleichgewichtslage. Indem die durch (7) bestimmte 
Beschleunigung den Schumngring nach der stabilen Gleichgewichtslage 
hinführt, ist sie bestrebt, die Drehaxe des Schuoungringes mit der Dreh- 
axe der Erde in homologem Sinne paraUd zu richten. 

Auch die jetzige Bewegung ist kongruent mit der Bewegung eines 
einfachen Pendels. Die korrespondierende PendeUänge beträgt nunmehr 

(8) ,_»Ji±A+A). 

Andrerseits lä&t sich auch die Bewegung der Inklinationsnadel mit der 
Pendelbewegung identifizieren. Bedeutet J und M Trägheitsmoment 
und magnetisches Moment der Nadel, T die Totalintensität des Erd- 
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magnetismus, so wird die Länge des dieser Inklinationsnadel ent- 
sprechenden Pendels: 

Aus dem Vergleich von (8) und (8') erkennt man, wie sich das Ver- 
halten unserer in der Meridiomehene beweglichen Schwu/ngringaxe dem 
Verhalten der Magnetnadel im Inklinationskompafs quantitaHv zu- 
ordnen läfst, wobei indessen der pag. 735 hervorgehobene Unterschied 
beider Bewegungen im Auge zu behalten ist. 

c) Die Yorangehenden Resultate lassen sich leicht zusammenfassen 
und yerallgemeinem; wenn man annimmt^ daTs die Axe des Schwung- 
ringes in einer gegen die Erde hdiebig gelegenen Ebene E beweglich sei. 
Man kann; um dieses zu erreichen^ die Ebene des inneren Ringes wie- 
der senkrecht g^en die des äufseren feststellen und hat dann nur die 
Drehaxe des äufseren Ringes relativ g^en die Erde so zu lagern, dafs 
dieselbe senkrecht auf der Ebene E steht. Bedeutet X den Winkel 
zwischen der Axe der Erdrotation und der Ebene E, so kommt als 
wirksame Komponente der Erdrotation a> cos X in Betracht und es 
ergiebt sich als Länge des korrespondierenden einfachen Pendels: 

Diese Formel geht in den Fällen a) und b), wo im Besonderen 
A =» 9 bez. A = wird, in die Gl. (5) und (8) über; sie rührt von 
Gilbert her*). 

Noch mögen zwei Bemerkungen hinzugefugt werden über den 
Einfluls der Reibung und der Massen des Aufhängesystems; diese 
Bemerkungen soUen sich gleichmäfsig auf die Fälle a) und b), sowie 
auf den verallgemeinerten Fall c) beziehen. 

Die Reibung in den Lagern des äufseren Ringes wird sich natür- 
lich auch bei dem Gyroskop von zwei Freiheitsgraden bemerklich 
machen. Während die Schwingungsamplitude der Schwungringaxe bei 
Vernachlässigung der Reibung konstant bleiben müfste, wie die obige 
Betrachtung zeigt, wird sie durch die Reibung allmählich gedämpft. 
Die Schwungringaxe wird sich also mit abnehmender Amplitude der 
Schwingungen immer mehr der stabilen Gleichgewichtslage nähern und 
sich schliefslich in diese einstellen, wenn die Eigenrotation des Schwung- 

*) GL (130) in der früher cit. Arbeit: Memoire sur Tapplication etc. Wir 
sind im Texte nur darin von Gilbert abgewichen, dafs wir beim Übergange von 
(8) zn (8') und von (6) zu (6') ein Glied mit dem Faktor eo' unterdrückt haben, 
welches mit Bücksicht auf den Genauigkeitsgrad des ganzen theoretischen An- 
satzes keine Bedeutung hat. 
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ringes luBreichend lange anhält Hinsichtlich der quantitativen Ver- 
hältnisse dürfen wir nns dabei einfach auf die Analogie mit dem ein- 
fachen Pendel oder mit der Magnetnadel berufen. Bei ähnlicher Kon- 
struktion der Lager wird die Reibungswirkung bei den in Rede stehenden 
Versuchen eine ähnliche sein^ wie bei dem einfachen Pendel und bei 
den Schwingungen einer Magnetnadel, die ihrerseits natürlich stets ge- 
dämpfte Schwingungen sind. 

Was die Massenwirkung des äulseren und inneren Ringes betri£Fty 
so könnte es auffallen, dafs wir dieselbe in unseren letzten Formeln 
zum Ausdruck gebracht haben, während wir bei der Besprechung des 
ersten Foucaultschen Versuches sagten, dafs sie zu yemachlässigen 
sei. Dies erklärt sich daraus, dafs im ersten Foucaultschen Versuche 
(bei Vernachlässigung der Reibung) die Schwungringaxe im Räume merk- 
lich feststeht und die Ringmassen nur Drehgeschwindigkeiten Ton der 
Ordnung der Erdrotation ausführen, dafs dagegen im zweiten Fou- 
caultschen Versuch die Schwungringaxe wirkliche Beschleunigungen 
erfährt, an denen die zu einem Gkmzen verbundenen Maisen des äufseren 
und inneren Ringes teilnehmen. Während im ersten Foucaultschen 
Versuche der Einflufs der Ringmassen auf die zu beobachtende (Jröfse 
der relativen Bewegung des Schwungringes verschwindend klein war 
(von der Ordnung öj/Q vgl. p. 742), wird er im zweiten Foucaultschen 
Versuch von derselben Grölsenordnung wie die zu beobachtenden Be- 
wegungen der Schwungringaxe selbst, so dafs sich z. B. in der Formel 
(9) das Trägheitsmoment der Ringe C^; ^ zu dem des Schwungringes 
A direkt hinzuaddiert. — 

Es bleibt uns schliefslich noch übrig, von einer zweckmäßigen 
Abänderung des Foucaultschen Gyroskops, dem schon genannten Ba/ra- 
gyroskop von Gilbert zu sprechen. Wie der Name besagt, kommt bei 
diesem Apparat aufser der Erdrotation auch die Schwere ins Spiel. 
Wir schildern die Einrichtung desselben an Hand der Abbildung'^) 111, 
indem wir den Vergleich mit dem Foucaultschen Gyroskop ziehen. 

In der Figur sieht man zunächst den Schwungring D mit seiner 
Axe a, auf welcher sich bei E ein Zahnrad zum Anlassen desselben 
befindet, sowie in der Verlängerung der Axe nach unten hin ein Lauf- 
gewicht p. Als inneren Ring können wir hier den Rahmen C be- 
zeichnen, welcher bei Ä und A auf Schneiden ruht. Den Bügel S 
können wir mit dem äufseren Ringe bei Foucault vergleichen. Er 
läfst sich in der Hülse H verdrehen und auf diese Weise in ein be- 

*) Dieselbe ist dem ,^talog mathem. Modelle, Apparate und Instramente*\ 
im Auftrage der deutschen Mathem.-Vereinig. herausgegeben von W. Dyck, 
Nachtrag p. 79 entnommen. 
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liebiges Azimnth einstellen; bei jedem einzelnen Versuche ist er aber 
fest^ da die Reibung in der Hülse jede selbstthätige Drehung des 
Bügels hindert. 

Man justiert den Apparat so, dafs die Axe AÄ genau horizontal 
unter einem beliebigen Azimuth gegen den Meridian steht, und bringt 
zunächst durch zweckmäTsiges Verstellen der Schrauben vv und der 
Zusatzmassen uu den Schwerpunkt von Schwungring und Rahmen in 




Fig. 111. 

die Verbindungsünie der Schneiden AA!j so dafs sich der bewegliche 
Teil des Apparates im neutralen Gleichgewicht befindet. Dann bringt 
man das Laufgewicht 2> auf die am unteren Ende des Rahmens be- 
festigte Nadel und verwandelt dadurch die Neutralität des Gleichgewichts 
in eine (geringe) Stabilität. 

Nachdem der Schwungring einen grofsen Eigenimpuls 'S bekommen 
hat (bei Gilbert 150 Umdrehungen in der Sekunde), beobachtet man, 
dafs sich seine Axe oscillatorisch von der Vertikalen entfernt und nachdem 
die Oscillationen abgestorben sind, unter einer gewissen Neigung, welche 
unter anderem yon dem Azimuth der Aufstellung abhängt, verharrt. 

Die Berechnung dieser Neigung und die Theorie des Versuches 
wird wieder äufserst einfach, wenn man an den Begriff des Deviations- 
widerstandes anknüpft. 



Kiein-Sommerfeld, Kreiselbewegnng. 
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Qualitatiy können wir folgendermaßen sagen: Der in einer be- 
liebigen Yertikalebene bewegliche Schwungring befindet sich unter ganz 
ähnlichen Bedingungen wie der Schwungring im zweiten Foucaultschen 
Versuch (s. oben unter b) oder c)); um seine Lage innerhalb der Ver- 
tikalebene oder seine Stellung gegen die rotierende Erde festzuhalten, 
wäre die Überwindung des Momentes K erforderlich, welches die 
Verbindungslinie der Schneiden AÄ zur Axe hat. Da ein Glegen- 
moment — K nicht ausgeübt wird, bewegt sich der Schwungring 
so, als ob ein Moment K um die genannte Axe auf ihn einwirkt. 
Dieses strebt die Figurenaxe des Schwungringes der Drehaxe der 
Erde parallel zu stellen; es lenkt also die Schwungringaxe aus 
ihrer vertikalen Anfangslage nach derjenigen Richtung hin ab, in 
welche sich die Axe der Erdrotation auf die Bewegungsebene des 
Schwungringes projiziert. Aufser diesem Momente wirkt aber jetzt 
das Moment der Schwere, welches die Figurenaxe des Schwungringes 
nach der Vertikalen zurücklenkt. Es wird mithin eine gewisse mittlere 
Lage zwischen der Vertikalen und der Projektion der Erdaxe geben, 
in welcher sich beide Drehmomente das Gleichgewicht halten und in 
welcher sich die Axe des Schwungringes demnach in Ruhe befindet. 

Um die Überlegung nach der quantitativen Seite zu vervollstän- 
digen, ist es nur nötig, das Moment der Schwere M einerseits und das 
der Trägheitswirkung K andrerseits durch die an dem Apparat zu be- 
obachtenden Ghröfsen auszudrücken. 

Es sei m die Masse des Laufgewichtes p und S sein Abstand vom 
Schwerpunkt des Schwungringes. Bedeutet % den Winkel, den die 
Figurenaxe des Schwungringes mit der Vertikalen bildet, von der Verti- 
kalen nach der Figurenaxe hin positiv gerechnet, so wird der Hebel- 
arm der Schwerkraft mg um die Axe der Schneiden ^ sin % und daher 
das Moment der Schwere im Sinne des Winkels % 
(10) M^ — mgS9m%. 

Bei der Bestimmung des Deviationswiderstandes K gehen wir wieder 
von der GL (1) p. 175 aus, führen darin den Eigenimpuls N des 
Schwungringes ein und setzen für v die Komponente der Erdrotation 
nach der Bewegungsebene des Schwungringes v = w cos A, wo X wie 
unter c) den Winkel zwischen der Erdaxe und dieser Ebene bedeutet. 
Wir erhalten so, wenn wir noch ein Glied von der verhältnismäfsigen 
Gröfsenordnung Aco/N wie oben streichen: 

K'^ — Nfo cos A sin d. 

d" mifst hierbei den Winkel zwischen der Projektion der Erdaxe auf 
die Bewegungsebene des Schwungringes und der Figurenaxe des letzteren, 
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Yon jener nacli dieser hin positiv gerechnet. In dem gleichen Sinne 
wie d' wird das Moment K gerechnet. Führen wir noch den Winkel 
[i ein, den die Projektion der Erdaxe auf die Bewegnngsebene mit 
der Vertikalen bildet, ebenfalls von jener nach dieser hin positiv ge- 
rechnet, so haben wir d" ^ (a + % und können schreiben: 
(11) JC =» — NoD (cos X cos A sin ft + sin X cos il cos (i). 

Hier sind die Produkte cos A sin ft und cos X cos fi durch Grofsen aus- 
zudrücken, die der Messung direkter zuganglich sind als die Winkel 
X und fi. Wir wählen als solche die geographische 
Breite (p des Beobachtungsortes und den Winkel a 
(< 180®), den die Bewegungsebene der Figurenaxe mit M/ i^ ^\jt/Z'y> 
dem Meridian des Beobachtungsortes bildet. Auf der 
um den Mittelpunkt des Schwungringes beschriebenen 
Einheitskugel markieren wir uns (vgL Fig. 112) ihren 
Schnittpunkt V mit der Vertikalen, ihren Schnitt- 
punkt P mit der Parallelen zur Erdaxe und endlich 
den Punkt Q, der der Projektion der Erdaxe auf die 
Bewegungsebene des Schwungringes entspricht Das 
entstehende sphärische Dreieck PQV ist bei Q rechtwinklig. Seine 
Hypotenuse betragt x/2 — 9, seine Katheten sind X und [i. Der 
Winkel bei V ist gleich a. Nach der Neperschen Regel gelten die 
beiden Gleichungen: 

sin €p -= cos ;i cos u. 

^ ^ cos a = tg 9> tg ft, 

aus welchen durch Multiplikation folgt 

(12^) cos a cos 9 — cos ;i sin fi. 

Setzen wir die in (12) und (12^ bestimmten Werte von cos A cos /t 

und cos A sin /t in (11) ein, so ergiebt sich 

(13) K= — N(o (sin x sin 9 + cos x cos tp cos a). 

Wir können nun sowohl die Gleichgewichtslage wie das Be- 
wegungsgesetz der Schwungringaxe in einfachster Weise bestimmen. 

Im Gleichgewicht befindet sich die Axe des Schwungringes, wenn 
die beiden Momente M und K einander aufheben. Zur Bestimmung 
der Gleichgewichtslage dient daher die Gleichung M = K. Bezeichnen 
wir mit Xo denjenigen Wert von %) welcher der Gleichgewichtslage ent- 
spricht, so haben wir nach (10) und (13) zur Bestimmung von jo ^c 
Gleichung: 

mgd sin Xo =■ ^o) (sin Xo sin 9 + cos Xo cos 9 cos a) 
oder 

ZI A\ j. -2V(D COB W 

(14) t« Xo =■ — i w^ — cos a . 

48* 
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Allgemeiner finden wir die Bewegungsgleichimg der Schwungringaxe, 
wenn wir das Produkt aus dem Trägheitsmoment der bewegten Teile 
in die Beschleunigung des Winkels %• oder^ was dasselbe bedeutet^ des 
Winkels % gleich der DifiFerenz der wirkenden Momente setzen. Ist A 
das äquatoriale Trägheitsmoment des Schwungringes und A^^ das Träg- 
heitsmoment des Rahmens um die Verbindungslinie der Schneiden ^ so 
kommt bei der Änderung des Winkels % die Summe A + A^ + m8^ 
in Betracht. Die Bewegungsgleichung wird hiemach 

{A + A^ + mb^^x'^^K-M 
oder nach (10) und (13) 

{A + A^-^- mtf*) x' = — {N(o sin (p — mgS) sin % — JV© cos 9 cos a cos %. 
Wir schreiben hierfür bequemer, indem wir die Definition von x^ be- 
rücksichtigen: 

(15)(-4.+-4i+mtf*)x'''=— y(-N'iDsin9— wflftf)*+(jV'<öCOS9COsa)*sin(%~Xo)* 
Auch diese Gleichung läfst sich ersichtlich mit der Bewegungsglei- 
chung eines gewöhnlichen Pendels in Parallele setzen (s. oben 61. (4')). 
Die korrespondierende Pendellänge wird nach Analogie von Gl. (5) 

1 = -^ ^(^+^1 + ^^') 

"^{Noi sin 9 — w|^d)* + (^o> <^os qp cos et)* 

Die Axe des Barogyroskops oscilliert also um die Gleichgewichtslage 
Xfi mit derjenigen Schwingungsdauer, welche der soeben definierten 
Pendellänge l entspricht. Mit Rücksicht auf die Reibung an den 
Schneiden werden die Oscillationen allmählich absterben, und wird die 
schliefsliche Ruhelage mit der Gleichgewichtslage Xq zusammenfallen. 

Die Formeln (14) und (15) legt Gilbert der Berechnung und 
Dimensionierung seines Apparates zu Grunde. Die Gilbertsche Ab- 
leitung*) dieser Formeln ist wieder wesentlich komplicierter wie die hier 
gegebene. Wir diskutieren das Resultat in naheliegender Weise. 

Nach Gl. (14) hängt die Neigung Xo ^^^ dem Azimuth der Auf- 
stellung ab und wird z. B. gleich Null, wenn a = jr/2 ist, d. h. wenn 
die Verbindungslinie der Schneiden AA in dem Meridian liegt. Letzteres 
folgt unmittelbar auch daraus, dafs bei dieser Stellung des Apparates 
die Projektion der Erdaxe auf die Bewegungsebene der Schwungring- 
axe mit der Vertikalen zusammenfällt, dafs also in diesem Falle beide 
Momente M und K die Schwungringaxe gleicherweise in die Vertikale 
einzustellen bestrebt sind. Umgekehrt wird man, um eine möglichst 



*) Vgl. die mehrfach cit. Arbeit: Memoire snr Tapplication, § XVin, Gl. (168). 
Die Resultate sind zusammengestellt in dem ebenfalls cit. Katalog mathem. Mo- 
delle etc. Nachtrag p. 78. 
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denüiclie Ablenkang Xo ^^ erhalten, die Verbindungslinie der Schnei- 
den senkrecht gegen den Meridian richten, die Bewegnngsebene der 
Schwnngringaxe also mit der Meridianebene zusammenfEkUen lassen. 
Innerhalb dieser Ebene wird die am unteren Ende des Schwungringes 
befestigte Nadel nach Süden oder nach Norden abweichen, je nachdem 
dieses Ende nach der Ausdrncksweise von p. 734 ein Südpol oder ein 
Nordpol ist, d. h. je nachdem die Umdrehung des Schwungringes um 
die Nadel in dem entgegengesetzten oder in demselben Sinne erfolgt, 
wie die Erdrotation um den Nordpol der Erde. 

Im Übrigen zeigt Gl. (14), dab die Starke des Ausschlages nur 
Ton dem Verhältnis mgd/N(o abhängt, und dafs man den stärksten 
Ausschlag, nämlich einen yoUen rechten Winkel, erhalten würde, wenn 
man dieses Verhältnis gerade gleich sin tp wähli Andrerseits lehrt 
aber Gl. (15), dafs diese Wahl praktisch nicht die yorteilhafbeste ist, 
(ganz abgesehen davon, dafs die Auflagerung des Rahmens auf den 
Schneiden einen so grofsen Ausschlag unmöglich machen würde). 
Die Länge des korrespondierenden mathematischen Pendels würde dann 
nämlich 

Nm cos tp cos a 

und die zugehörige halbe Schwingungsdauer für hinreichend kleine 
Schwankungen um die Gleichgewichtslage 



n 



A + Äi+md^ 



N(o cos <p cos a 

betragen. Zum Zwecke eines ungefähren Überschlages möge der 
für die Gröfse des Ausschlags günstigste Fall cosa=l, cos 9 -= 1 
(Beobachtung im Meridian unter dem Äquator) yorausgesetzt werden; 
ferner möge das Trägheitsmoment G des Schwungringes, welches etwa 
doppelt so grofs ist, wie das äquatoriale Trägheitsmoment Ä desselben, 
beispielsweise gleich Ä + A^ + md^ angenommen werden. Bezeichnet 
n die Umdrehungszahl des Schwimgringes in der Sekunde, so hat man 
^= 2jtCn und 



2nnm' V 2nnto 

Bei Gilbert ist (s. oben) n = 150; der Wert von o beträgt in Sekun- 
den 2;r/24 • 60 • 60; mithin wird 2xnG) ungefähr gleich 10/144 und 
l = 144 m, r =« 12 sec. 

Diese Schwingungsdauer ist unerwünscht lang, da die Beobachtung auf 
die ersten Minuten nach Ingangsetzen des Schwungringes beschrankt 
werden mufs und da man bereits in dieser Zeit ein Urteil über die 
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definitive Gleichgewichtslage des Schwnngriiiges gewinnen wilL Auch 
würden die starken Schwankungen der Schwnngnngaxe (in dem vor- 
ausgesetzten Falle beträgt die Amplitude der Schwankung einen rechten 
Winkel) für die Beobachtung der mittleren Gleichgewichtslage unbequem 
sein. Es kommt hinzu ; dafs unser Wert von t nur für hinreichend 
kleine Schwingungsamplituden gilt^ dals dag^en bei den in unserem Bei- 
spiel in Betracht kommenden bedeutenden Amplituden die Schwingungs- 
dauer entsprechend langer ausfallen würde. Immerhin zeig^ unsere 
Rechnung, dafs man die Starke der Ablenkung aus der Vertikalen 
durch geeignete Wahl der Umstände beliebig steigern und je nach Be- 
darf regulieren kann. 

Gilbert selbst rechnet folgendes Zahlenbeispiel: g> - 48® 50' 39", 
« - 0«, n = 200, m = 0,79 gr, * — 5 cm; mit Rücksicht auf die Ab- 
messungen von Schwungring und Rahmen ei^ebt sich 

Xo - 7« 37' 10", t - 3,76 Sek 
Hierbei ist also auf einen sehr grofsen Wert der Ablenkung verzichtet 
worden zu Ghmsten einer Verkleinerung der Schwingungsdauer und der 
damit zusammenhangenden bequemeren Beobachtung der schliefslichen 
Gleichgewichtslage. 

Die Gilbertsche Anordnung scheint gegenüber der ursprünglichen 
Foucaultschen manche Vorzüge zu haben. In dem Laufgewichte p und 
seinem Abstände d vom Schwerpunkt des Schwungringes hat man 
gewissermafsen einen Parameter zur Verfügung, den man in einer f^ 
die Beobachtung günstigen Weise wählen kann. Indem man die Ver- 
haltnisse so einrichtet, dafs die schliefsliche Gleichgewichtslage in der 
Nähe der Vertikalen liegt, eliminiert man manche Beobachtungsfehler, 
die bei grofsen Ausschlägen auftreten würden. Femer werden die 
unvermeidlichen Fehler bei der Gentrierung der bewegten Massen, die 
für das Foucaultsche Gyroskop sehr störend sein dürften, durch die 
absichtliche Hinzufügung des Übergewichtes p für das Barogyroskop 
relativ belanglos. Über die quantitative Übereinstimmung zwischen 
Theorie und Beobachtung macht indefs Gilbert ebenso wie seinerzeit 
Foucault in der mehrfftch genannten Abhandlung keine näheren 
Angaben. 

Absichtlich haben wir in der vorangehenden Darstellung die wahr- 
scheinlichen Fehlerquellen und die Frage nach einer möglichen quanti- 
tativen Bestätigung stärker betont, als dies in den Lehrbüchern der 
Mechanik sonst üblich ist. Scheint doch das vorliegende Beispiel vor- 
züglich geeignet, zu zeigen, wie weit der Weg ist, der sich zwischen 
der gedanklichen Erfassung eines dynamischen Vorganges und seiner 
Realisierung durch bestimmte physikalische Apparate dehnt! 
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Foucanlt hatte in geistvoller Weise, mehr durch Intuition als durch 
zwingende mechanische Schlüsse^ das Verhalten des rotierenden Schwung- 
ringes an der Erdoberfläche vorhergesagt. Um von da aus sein Gyroskop 
fertig zu stellen^ war eine angestrengte Arbeit von acht Monaten nötig. 
Trotz der aufgewandten Mühe und trotz der ungewöhnlichen experimen- 
tellen Begabung Foucaults dürfte der Apparat nur gerade an derjenigen 
Ghrenze stehen, bei welcher sich die nachzuweisende mechanische Wahr- 
heit aus den Störungen und Beobachtungsfehlem eben herauszuheben 
beginnt. Wie mifstrauisch Foucault selbst gegen die Angaben seines 
Apparates sein zu müssen glaubte, geht aus einer Bemerkung in den 
oben cit. „Instructions^^ hervor: Man dürfe nicht eher überzeugt sein, 
dals die beobachtete Ablenkung des Gyroskops wirklich in der Erd- 
drehung ihren Ghrund habe, bevor man nicht bei eni^egengesetztem 
Umdrehungssinn des Schwungringes denselben Sinn der Ablenkung 
erhalten habe. Es scheint hiemach, dafs nicht einmal der Sinn der 
Ablenkung über allen Zweifel erhaben war; dafs die Gröfse derselben 
sich mit einiger Genauigkeit richtig ergiebt, scheint umso zweifel- 
hafter, besonders wenn der Versuch von einem weniger gewiegten 
Experimentator als Foucault gemacht wird. 

Günstiger dürften aus den oben genannten Gründen (Fortfall der 
Notwendigkeit einer besonders genauen Centrierung, Auswahl be- 
quemer Versuchsbedingungen durch geeignete Bestimmung des Über- 
gewichtes) die Chancen bei dem Barogyroskop stehen. Indessen wäre 
auch hier noch der wirkliche experimentelle Nachweis erforderlich, 
dafs die Fehlerquellen die Gröfse der zu beobachtenden Ablenkung 
nicht zu sehr entstellen, ein Nachweis, den wir bei Gilbert vergeblich 
suchen. 

Bei einer Wiederholung der Foucault'schen oder Gilbert'schen 
Versuche würde man wohl jedenfalls elektromagnetischen Antrieb des 
Schwungringes einführen und dadurch die Mifslichkeiten ausschalten, 
die aus der allmählichen Verlangsamung der Eigenrotation hervorgehen. 
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